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AVANT-PROPOS 


Les deux volumes du présent ouvrage sont conçus en tant que 
guide pratique facilitant la résolution des problèmes de mathé- 
matiques qui pourraient intéresser les étudiants des écoles techniques 
supérieures. 

Les auteurs se sont proposés d’expliciter le cours de mathé- 
matiques supérieures à l’aide des exercices et des problèmes soigneu- 
sement choisis dont une bonne partie est accompagnée de solutions 
détaillées. 

Chaque paragraphe est précédé d’un cours résumé théorique com- 
portant les définitions et les notions essentielles relatives aux problè- 
mes qui suivent. 

Nous espérons que les étudiants des écoles techniques supérieures 
de France, de même que toutes les personnes désireuses de compléter 
leurs connaissances dans le domaine des mathématiques, trouvent 
la lecture de ce livre utile et agréable. 


Les auteurs 


CHAPITRE PREMIER 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE PLANE 


$ 1. Coordonnées rectangulaires et polaires 


1. Coordonnées sur une droite. On désigne par M (x) un point M d'abs- 
cisse x situé sur l’axe de coordonnées Oz. 


La distance d de deux points M; (a) et M2 (x2), indifféremment de la posi- 
tion qu’ils occupent sur l’axe, est donnée par la formule 
d= EX — 1 |. 


Division d'un segment dans un rapport donné. 
Un segment AB d’origine À et d’extrémité B situé sur une droite quelconque 
est divisé par tout troisième point C de cette droite dans un certain rapport À, où 


AC 
he HOT - 


Si les segments 4C et CB sont dirigés dans le même sens, À prend le signe « + », 
tandis que dans le cas contraire, le signe du rapport est « — ». Autrement dit, 
À est positif lorsque le point C se trouve entre les points 4 et B, mais il est 
négatif dans le cas où le point C se situe sur la droite en dehors du segment 48. 

Si les points À et B se trouvent sur l’axe Oz, la coordonnée x du point C (x), 
qui divise dans le rapport À le segment déterminé par les points À (x,) et B (xo) 
est donnée par la formule: 

T1 + te 


A+ 
En particulier, pour À = 1, la formule susmentionnée permet de calculer la 
coordonnée du point milieu du segment AB: 
= HSE, 
2 e 
1. Construire sur unc droite les points À (3), B (—2), C (0), 
S 1 
D(V 2?) E (—3 >). 
2. Quatre points divisent le segment AB en 5 parties égales. 


Trouver la coordonnée du point de division le plus proche du point 
À si À (—3), B (7). 


T— 


Solution. Soit C (x) le point cherché. Alors À = =. 
1 
—3+—.7 
he: T4 + Âto — 4 PURE 9 _à— e =, 
A De de == Â, c'est-à-dire C\ 1). 
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3. On donne les extrémités À (1) et B (5) du segment AB. En 
dehors de ce segment et sur la même droite se situe le point C dont 
la distance au point À vaut trois fois sa distance au point B. Dé- 
terminer la coordonnée du point C. 


Solution. Il est aisé de voir que À=—-=——3 (on re- 
commande au lecteur de faire le dessin respectif). 


ne = 7, c'est-à-dire C (7). 


4. Construire sur un axe numérique les points A(— 6), 

2 L 5 1 
B(3). C(—0,5), D(V3) E(——). 

5. Trouver la distance des points M (3) et N (—5). 

Réponse. d = 8. | 

6. Trouver la distance des points P (—5:) et Q (—2 +) : 

Réponse. d = 3. 

7. Deux points divisent le segment AB en 3 parties égales. 
Déterminer les coordonnées des points de division si À (—1), B (5). 

Réponse. C (1), D (3). 

8. On donne les points À (—7), B (—3). En dehors du segment 
AB sont situés les points C et D tels que CA = BD — ES . Trouver 
les coordonnées des points C et D. 

Réponse. C (—9), D (—1). 


De cette façon, x — 


2. Coordonnées rectangulaires dans le plan. Problèmes élémentaires. 
Si l’on choisit dans un plan un système de coordonnées cartésiennes rectangu- 
laires xOy, un point M de coordonnées zx et y situé dans ce plan est désigné 
par M (zx; y). 


ee distance d des points M, (x1; y1) et Mo (za; y2) est donnée par la for- 
mule 


d= V2) + (ve— y). 

En particulier, la distance d du point M (x; y) à l'origine des coordonnées 

est déterminée par la formule 
d=V 22+ y2. 

Les coordonnées du point C (x; y) qui divise dans le rapport donné À (voir 
p. 1) le segment À (x,; y1), B (x: y.) sont données par les formules: 
_ mt, With 

EE ES 

En particulier, pour À = 1, on obtient les formules des coordonnées du 
point milieu du segment 4B 


Ti + T2 : 
5 


_ Yi+yÿe 
y—= 9 ° 


Si] COORDONNÉES RÉCTANGULAIRES ET POLAIRES ? 


L'aire d'un triangle de sommets À (x; y1), B (xa5 yo), C (xs5"ys) est 
donnée par la Anis 


S — + | 1 (Ye — Ys) + za (Ys — y) + Zs (Yi — Ye) = 


= + I (Ge — 21) (Us — ya) — (s — 21) (Ya — y) l. 


La formule de l’aire d’un triangle peut s’écrire 
gle p 


| 
où 
1 1 1 
T1 Lo T3 
U1 Ua V3 


(la notion de déterminant d'ordre 3 est donnée au paragraphe 5 du présent. 
chapitre). 


A= 


9. Construire dans le plan de coordonnées les points À (4; 3), 
B(—2; 5), C(5; —2), D (—4; —3), E (—6; 0), F (0; 4). 
10. Trouver la distance des points À (3: 8) et B(—5; 14). 


Solution. En appliquant la formule d = V (x: — x)? + (yo —y1}?, 
on obtient 


d=V(—5—3ÿ/+(14—8) =V 64+ 36 = 10. 
11. Montrer que le triangle ABC de sommets À (—3; —3), 


B (—1; 3), C'(11; —1) est rectangle. 
Solution. Trouvons les mesures des côtés du triangle: 


AB=V(—1+3}+(3+3}=7 40, 
BC=V (11+1ÿ/+(—1—3} = 160, 
CV TE = V0 


Vu que À B* — 40, BC? — 160, AC* — 200, on a AB? + BC? — 
— AC?. On voit de cette façon que la somme des carrés de deux côtés 
du triangle est égale au carré de son troisième côté, d’où vient que. 
le triangle À BC est un triangle rectangle d’hypoténuse AC. 

12. On donne les extrémités du segment AB: A (—2; 5), 
B (4; 17). Le point C situé sur le segment donné divise ce dernier de:- 
façon que sa distance au point À est deux fois supérieure à sa distance- 
au point B. Déterminer les coordonnées du point C. 


Solution. Etant donné que AC = 2CB, na ke = 


CB s 
Ici x, = —2, y, = 9, ze = 4, y, = 17. Par conséquent, 
— —92+19.4 = o+2-17 Ù A. 4: 
r=— 2, y = > = 13, c'est-à-dire C(2; 13). 
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13. Le point C (2; 3) est le point milieu du segment AB. Déter- 
miner les coordonnées du point À si B (7; 5). 


Solution. Ici x—2, y—3, æ—=17, y:=—5, d'où 2 AT, 
3 =, Donc, z1= —3, y; = 1, c'est-à-dire A(—3; 1). 


14. On donne les sommets du triangle À BC : À (x, ; y), B (x, ; yo), 
C' (235 ÿYs). Déterminer les coordonnées du point d'’intersection des 
médianes du triangle. 

Solution. On trouve les coordonnées du point D situé au 
milieu du segment AB: 
Dee, pe, 

Désignons par M le point d’intersection des médianes. On sait 
que ce point divise le segment CD dans le rapport 2: { en partant du 
point C. Il s'ensuit que les coordonnées du point M sont données par 
les formules | 


Teen, san 
7. 1+2 L 1+2 
c'est-à-dire 
TZ T 1 
L z3 +2 1 + 2 : ya +2 y4 + Ye 
LTL=—————— |, U = 


Finalement, on a 


Zik zatzs or Yi Vo Vs 
ge Meg 


15. Déterminer l'aire du triangle dont les sommets sont repré- 
sentés par les points À (—2; —4), B (2; 8), C (10; 2). 

Solution. En appliquant la formule de l'aire d'un triangle, 
On à 


= 5.|(2+2)(2+4)—(10 +2) (8+4)| == 51 24— 144] = 60. 
16. Construire dans le plan de coordonnées les points 
5 1 7. . 92 
A(1;: V3), B(—2; —1+), C(—V3; 0), D(0; 24). 
17. Déterminer la distance des points: 
a) À (2; 3) et B(—10; —2); 


b) A(V2; —V7) et B(2V 2: 0). 
Réponse. a) 13; b) 3. 
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18, Montrer que le triangle de sommets À (2; —1}), B (4; 2), 
C (5; 1) est isocèle. 

:_ 19. On donne les sommets d’un triangle : À (—1 ; —1), B (0 ; —6), 
€ (—10; —2). Trouver la longueur de la médiane menée du som- 
met À. : 

Réponse. 5. | 

20. On donne les extrémités du segment AB : À (—3;7),B (5; 11) 
Trois points divisent le segment donné en quatre parties égales. 
Déterminer les coordonnées des points de division. 

Réponse. (—1; 8), (1; 9), (3; 10). 

21. Trouver l'aire du triangle dont les sommets se situent aux 
points À (1; 5), B(2; 7), C (4; 11). 

Réponse. S — 0, ce qui signifie que les points À, B, C se trouvent 
sur la même droite. 

22. On donne trois sommets successifs d’un parallélogramme : 
A (11; 4), B(—1; —1), C(5; 7). Déterminer les coordonnées de 
son quatrième sommet. 

Réponse. D (17; 12). 

23. On donne deux sommets À (3; 8), B (10; 2) d'un triangle 
et le point d’intersection de ses médianes M (1; 1). Trouver les 
coordonnées de son troisième sommet. 

Réponse. C (—10; —7). | 

24. On donne les sommets À (7; 2), B (1; 9), C(—8; —11) 
d'un triangle. Trouver les distances du point d’intersection des 
médianes aux sommets du triangle. 


Réponse. V 53, V 82, V 185. 
25. Soient ZL (0; 0), M (3; 0), N (0; 4) les points milieux des 


côtés d'un triangle. Calculer l’aire de ce triangle. 
Réponse. 24. 


3. Coordonnées polaires. Dans le système de coordonnées polaires, la posi 
tion d'un point M dans le plan est déterminée par sa distance OM = p au pôle O 
{p est le rayon vecteur du point) et par l'angle 0 que fait le segment OM avec 
l'axe polaire Oz (6 est l’angle polaire du point). L'angle 6 est considéré positif 
s’il est compté à partir de l’axe polaire dans le sens inverse de celui des aiguilles 
d’une montre. 

Si le point M est de coordonnées p > 0 et 8 > 0, où 0 < 6 < 2x, on peut 
lui faire correspondre une infinité de couples de coordonnées polaires (p; 0 + 
—+ 2kn) et[—p; 0 + (2k+ 1) x], où k est un entier arbitraire (positif ou néga- 
tif) ou zéro. 

Si l'on fait coïncider l’origine du système de coordonnées cartésiennes 
rectangulaires avec le pôle et si l’on dirige l’axe Ox suivant l’axe polaire, les 
coordonnées rectangulaires x et y du point M et ses coordonnées polaires p 
ct 6 seront liées par les formules suivantes: 


= pcos0, y—psin06; 


pr €: - y 
PRE PRG PT 
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26. Construire Jes points donnés par les coordonnées polaires 
: . 3 UE . LA . T 
suivantes : A(4; 7) B(2;:+x), C (3; —+), D(—3; +), 


3 6 3 
; | 
/ po Z E (0; a), F(— L: —{n), 
# 
jé. Réponse. Voir fig. 1. 
E {°F | 27. Trouver les coordonnées polaires 
D 4 Nr : k . 
x DCR T du point M (1; —V 3) si le pôle coïncide 
ST C”- avec l'origine des coordonnées et si l’axe 
77 8 polaire ‘est dirigé suivant le sens positif 
7 79 de l'axe des abscisses. 
/ ; | …. z _4 
Fig. 1 Solution. PRNPNR ET 


sin0= — = _VS, on ur nl AGE ed ut 
Les deux dernières égalités nous donnent 6 — : x (lors de la recher- 
che de l’angle 6, il est utile de prendre en considération que le point 
M se trouve dans le IVe quadrant). Donc, M (2: +a) . 


28. Trouver les coordonnées rectangulaires du point À (2 V 2: © : +) 


déterminé en coordonnées polaires si le pôle coïncide avec l” ne 
des coordonnées et si l’axe polaire est dirigé suivant l'axe des abs- 
cisses. 


Solution. On a z=2 V2 cos CRETE | y=2V2x 


4 
X sin £ 1 = 2. Donc, À (—2; 2). 


29. Construire les points: A (10; +), B (2; ! ra), C(0; 0): 
D(t:-4) 8123) F(—15 4) 


30. On donne les coordonnées polaires du point M (2: +). 


Trouver les coordonnées rectangulaires de ce point si l’origine des 
coordonnées coïncide avec le pôle et si l'axe Ox se confond avec 
l'axe polaire. 


Réponse. M (V3; 1). : 
31. On donne les coordonnées polaires du point M (3; +). 
Trouver ses dr cartésiennes. 


Réponse. M( +; HET 


32. Déterminer la distance des points M, (01; 81), Ma (p2; 02)- 
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Indication. Appliquer le théorème des cosinus au triangle 
OM;M:. 

Réponse. d = V p? + p?— 2p1p2 cos (01 — 02). 

33. Déterminer la distance des points M (3:7+) , N (4: +) : 

Réponse. 5. 

34. Trouver les coordonnées polaires du point symétrique au 
point M (bp; 8) par rapport à l’axe polaire. 

Réponse. M; (po; —8). 

35. Trouver les coordonnées polaires du point symétrique au 
point M (p; 8) par rapport au pôle. 

Réponse. M,(p; x + 8). 

36. Trouver les coordonnées polaires du point symétrique au 
point M (bp; 6) par rapport à la droite qui passe par le pôle étant 
perpendiculaire à l'axe polaire. 

Réponse. M;(p; x — 8). 


4. Equation d’une ligne. A toute ligne du plan zOy, prise en tant que lieu 

(epmÉtrque des points, il correspond une certaine équation qui lie les coor- 

onnées de n'importe quel point M (x; y) (« point courant ») situé sur cette 
ligne. Une telle équation appelée équation de la ligne donnée. 

En substituant dans l'équation de la ligne les coordonnées de tout point 
situé sur celle-ci, on obtient une identité l'équation est satisfaite). Si l’on 
substitue dans l'équation de la ligne les coordonnées de n'importe quel point 
qui " lui appartient pas, l'équation n’est pas satisfaite (on obtient une iné- 
galité). 

Ainsi, le point À (2; 3) se trouve sur la ligne dont l'équation est x? + 
+ 4xz+ y° — 21 = 0 (c'est un cercle de rayon r = 5 et de centre C (—2; O)), 
mais ne se situe pas sur la droite 2x — y + 5 = 0; en effet, 2+ 4.2 + 32 — 
— 21 = 0, tandis que 2.22—3+ 5-0 


37. L'une des extrémités d'un segment de longueur c se déplace 
suivant l’axe des abscisses, tandis que l’autre glisse sur l'axe des 
ordonnées. Trouver l’équation de la ligne décrite par le point milieu 
de ce segment. 

Solution. Soit M (x; y) le point milieu du segment. La 
longueur du segment OM (la longueur de la médiane) est égale à 
la moitié de l’hypoténuse, c'est-à-dire OM —  : D'autre part, 
si V2? Æ y? (la distance du point M à l'origine des coordon- 
nées). 


Lin 


On arrive de cette façon à l'équation V/ z2+ P=r, ou z?+ 
2 
+= qui est l'équation de la ligne cherchée. 


Il est géométriquement évident que la ligne cherchée est un cercle 
de rayon _. dont le centre se situe à l'origine des coordonnées. 
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38. Former l'équation de la ligne dont chaque point se situe par 
rapport au point # (0: 2) à une distance égale à la distance de ce 


1 
4° 

Solution. Prenons sur la ligne cherchée un point arbitraire 
M (x; y). La distance des points M et F est donnée par la formule de 
la distance de deux points: 


point à la droite y = — 


MP=V 07 +(v— 7). 


La distance du point M à la 
droite y — _. peut être trouvée 
en partant des simples considéra- 


tions géométriques (fig. 2): 


Fig. 2 MN = MK +RKN=y++. 


Vu que l'égalité MF — MN doit être satisfaite pour tout point 
situé sur la ligne cherchée, on peut écrire l'équation de celle-ci 
sous la forme 


ou 


c'est-à-dire 


La ligne déterminée par l'équation y = z° est appelée parabole. 

39. Former l'équation du lieu géométrique des points dont le 
produit des distances aux points F, (a; 0)et F, (—a ; 0) a une valeur 
constante égale à a*. 

Solution. Prenons sur la courbe cherchée un point arbitraire 
M (x; y). Les distances de ce point aux points F, (a; 0) et F, (—a ; 0) 


seront r, = V(r —a)} + y, r, = V(xz + a) + y”. Suivant les 
conditions du problème 


riTo = A? 
De cette façon, l'équation de la courbe cherchée sera 
VE TV ET a TP = à 
Mettons cette équation sous forme rationnelle : 
(2? + a? + y? — 2ax) (2° + a? + y? + 2ax) = af, 
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d'où 
(x? La? + y?}? — Aa?rx? = ai, 


et finalement 
(x? + y?) = 2a? (x? — y). 


La courbe trouvée est appelée lemniscate. 

40. Former l'équation de la lemniscate en coordonnées polai- 
res. 
Solution. En partant de l'équation (x? + y°?)? — 
— 2a? (x? — y°) (cf. problème précédent), on passe aux coordonnées 
polaires à l’aide des formules zx = p cos 6, y — p sin 0. L’équation 
de la lemniscate en coordonnées polaires ainsi obtenue est de la forme 
p® — 2a?.cos 286. 

Construisons la courbe. Résolvons l'équation par rapport à 
p:p = —+a V2 cos 20. Le double signe + dont est muni le deuxiè- 
me membre de l'égalité de même y 
que l’invariabilité de l'équation avec 
le changement de 6 en —6 montrent 
que la lemniscate est symétrique 
par rapport aux axes Ox et Oy. | 
Etudions l'allure de la lemniscate 0 
dans le I quadrant, c’est-à-dire 


dans le cas où p > 0, 0<O<<. 


Pour ces valeurs de p et de [6, on 


aura: p—=aW2. Vcos 26. Il est 
aisé de voir qu'ici 0 ne peut varier 


= 


que de O0 à T.S0>— , alors 


p prend des valeurs imaginaires. On voit de cette façon que la partie 
correspondante de la courbe se trouve dans l'angle compris entre 
l'axe polaire et la demi-droite 6 — _. . Si 0 = 0, alors p — aV/2. 
Avec l'augmentation de 6 de 0 à . , la valeur de op diminue jusqu’à 
p = (0. 

En vertu des considérations de symétrie, la lemniscate peut être 
construite comme il est montré sur la figure 3. 

41. Former l'équation du lieu géométrique des points équidis- 
tants des deux points À (1; 1), B (3; 3). 

| Solution. On sait de la géométrie élémentaire que le lieu 

géométrique cherché est représenté par une droite qui passe par le 
point milieu du segment AB et lui est perpendiculaire. Prenons un 
point arbitraire M (x; y) sur cette droite. 


Fig. 3 


16 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE PLANE (CH. I 


Suivant la condition du problème, MA = MB. En appliquant 
la formule de la distance de deux points, on a 


MA=V GP + GT, MB=VG—3 +3) 
et l'équation de la ligne peut s’écrire 
V GP +4 =V (3) + (y 38}. 
En élevant au carré, on a 
2 — 2x + A+ y — 2y LA = 2 — 6x + 9 + y? — 6y + 9. 


En réduisant les termes semblables, on arrive finalement à 
l'équation suivante du lieu géométrique cherché : 


z+y—4—=0. 


42. Un point M se déplace uniformément suivant une demi- 
droite qui tourne uniformément autour du pôle. Former l'équation 
de la ligne décrite par le point M si au moment initial la demi-droite 
tournante coïncide avec l’axe 
polaire et le point M se confond 
avec le pôle; lorsque la demi- 
droite tourne d'un angle 6 — 1 
(un radian), le point M s'écarte 
du pôle à une distance a. 

Solution. Etant donné 
qu'au moment initial p et 6 sont 
nuls et qu'ils croissent ensuite en 
rapport directement proportion- 
nel au temps, on voit sans diffi- 
culté que ces grandeurs sont liées 
Fig. 4 par la dépendance directement 


proportionnelle + — const. Vu 


que, pour 06 = 1,p =a,on a+ = + c'est-à-dire p = 6. La courbe 
d'équation p = aô est appelée spirale d'Archimède. 

43. Un cercle de diamètre a roule sans glisser sur un autre cercle 
de même diamètre qui lui est tangent extérieurement. Former l’é- 
quation en coordonnées polaires de la ligne décrite par un certain 
point fixé du cercle qui roule. 

Solution. Sur la figure 4 on a: 

C;, position initiale du centre du cercle qui roule; 

À, position initiale du point qui décrit la ligne cherchée (le point 
A est diamétralement opposé au point B qui est le point de tangence 
initiale des deux cercles); | 
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C», centre du cercle immobilisé ; 

C3, nouvelle position du centre du cercle qui roule : 

M, nouvelle position du point À qui décrit la ligne cherchée. 

(Lorsque le cercle C, arrive en C;, le point P occupera la position 
Q et le point B se situera en D. Etant donné que le roulement a lieu 


sans glissement, BQ = DQ, Z QC,;B — / QC.;D.) 

Sur la figure 4 on voit également la position du pôle O et l’axe 
polaire Ox. On demande de former l’équation satisfaite par les coor- 
données de tout point M (pb; 8) de la ligne cherchée. 

Il est aisé de voir que /Z MC,Q — / OC,Q, ce qui indique que le 
quadrilatère OC,C,M est un trapèze isocèle dont la base supérieure 
CC = a; CC: et C;C: sont les perpendiculaires abaïissées des points 
C et C, sur la droite OM. Donc, 


p—OC; +CCs + CM = Scos8+a+<cos8= a (1 + cos 6). 


De cette façon, l'équation en coordonnées polaires de la ligne cherchée 
est de la forme p = a (1 + cos 8) ; cette courbe est appelée cardioïde. 
Vu que l'équation de la cardioïde ne change pas lorsque 8 prend 


le signe « — », on comprend qu'elle est symétrique par rapport à 
l'axe polaire. | 


Lorsque 80 varie de 6 = 0 à 0 = x, p va décroître de 2a à 0. 


5. Equations paramétriques d’une ligne. Lors de la recherche des lieux 
géométriques (des lignes), il est parfois plus commode d’exprimer les coordon- 
nées x et y d'un point quelconque de ce lieu par une certaine grandeur auxi- 
liaire t (appelée fparamètre), c'est-à-dire de ‘mettre 
z et y sous la forme { 


z=®Ÿ (£), 
{ y = (ft). (4) 


Une telle présentation de la ligne cherchée est appelée 
paramétrique, les équations du système (4 étant les 
équations paramétriques de la ligne donnée. 
L'’élimination du paramètre + entre les équations 
du système {4} (si c’est possible) aboutit à une 
équation qui lie z et y, c’est-à-dire ‘à une équation 
ordinaire de la ligne de la forme f (x, y) = 0. Fig. 5 


44. Trouver les équations paramétriques d’un cercle. 

Solution. Considérons un cercle de rayon a dont le centre 
se situe à l’origine des coordonnées (fig. 5). Prenons sur ce cercle un 
point arbitraire M (x; y) et choisissons comme paramètre # l'angle 
formé par l’axe des abscisses avec le rayon OM. 

Du triangle OMN on a 


T—=aGCOSÉé, y —=asinié. 
2—01673 
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Ainsi, les équations 
T—=acosié, 
y =asint 


sont les équations paramétriques du cercle. 

En éliminant le paramètre £ entre ces équations, on obtient 
l'équation ordinaire du cercle. Dans le cas considéré, l’élimination 
du paramètre s'obtient par l'élévation au carré de chacune des deux 
équations et par la sommation des nouvelles équations qui en ré- 
sultent : 

x? = a?-cos?t 
y? = a?.sin? 
yo. 

La dernière des équations est l’équation d’un cercle de rayon « 
dont le centre se confond avec l’origine des coordonnées. 

45. Former les équations paramétriques de la courbe décrite 
par un point fixé d'un cercle qui roule sans glisser sur une droite 
fixe. 

Solution. Supposons qu’un cercle de rayon a roule sans 
olisser vers la droite sur une droite horizontale (fig. 6). Prenons cette 


Fig. 6 


droite en tant qu'axe des abscisses Ox et plaçons l'origine des coor- 
données à un certain point © de cet axe. 

Comme point fixé du cercle (point qui va décrire la courbe cher- 
chée) choisissons celui qui se confond avec le point © lorsque le cer- 
cle occupe la position correspondante. Prenons comme paramètre f 
l'angle de rotation du rayon du cercle qui passe par le point fixé. 

Soit À le point de tangence entre le cercle et l’axe Ox à un certain 
moment. Alors le point fixé occupera la position ÀJ (x; y) corres- 
pondant à l'angle de rotation t du rayon CM (t = / ACM). Vu que 


le roulement s'effectue sans glissement, OA — NA = at. Compte 
tenu de ce fait, exprimons par é les coordonnées du point À]: 
x = ON = OA — NA = MA — NA =at—asint — 
— a(t—sint), 
y = NM = AP = AC — PC —a—acost = a (1 — cos). 
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Ainsi, les équations paramétriques de la ligne cherchée seront 


xz—a(t—sint), 
y—a(i—cost). 


La ligne obtenue, que l’on voit sur la figure 6, est appelée cycloïde. 

46. Quelle est la ligne définie par les équations paramétriques 
2æ=t, y=tlr 

Solution. En éliminant le paramètre t, on arrive à l’équa- 
tion y = zx. Mais, en vertu des équations paramétriques, x > 0, 
y > 0. Donc, les équations paramétriques données définissent une 
demi-droite dirigée suivant la bissectrice du I® quadrant. 

47. Quelle est la ligne définie par les équations paramétriques 
suivantes : 


T—= COS{, 
y = cos? { ? 


Solution. En substituant x à cos t dans la seconde équation, 
on obtient l'équation de la parabole y — x?. Des équations paramé- 
triques il découle : | x | <1, 0 < y < 1. Par conséquent, les équa- 
tions paramétriques définissent l'arc AOB de la 
parabole y — x°, où A (—1; 1), B(1; 1). 

48. Quelle est la ligne définie par les équa- 
tions suivantes : 

z—=siné, 


y = Cosec t ? 


Solution. Vu que y= = ,en élimi- 


nant £, on obtient l'équation y 7 qui exprime 
la dépendance inversement proportionnelle des 
grandeurs x et y. 

Prenant en considération le fait que |x |<1, Fig. 7 
[y | > 1, on arrive à la conclusion que la ligne 
donnée par les équations paramétriques x = sint, y = cosec t se 
présente sous la forme représentée sur la figure 7. 

49. Trouver l'équation du lieu géométrique des points équidistants 
des points À (2; 0), B (0; 1). | 


Réponse. y — 2x — _ 


50. Quelle est la ligne définie par l'équation x = y? 
Réponse. La bissectrice du If et du III quadrants. 

91. Quelle est la ligne définie par l'équation x = —y? 
Réponse. La bissectrice du II° et du IV° quadrants. 
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92. Former l'équation du lieu géométrique des points dont la 
somme des carrés des distances aux points À (2; 0) et B (0; 2) est 
égale au carré de la distance des poinis À et B. 

Réponse. x°-H y? — 2x — 2y = 0. 

93. Former l’équation du lieu géométrique des points dont la 
somme des distances aux points À (1; 0) et B (0; 1) est égale à 2. 

Réponse. 32° + 2xy + 3y° — 4x — 4y = 0. 

54. Former en coordonnées polaires l'équation d’un cercle dont 
le centre se situe à l’origine des coordonnées. 

Réponse. p = a. 

55. Former en coordonnées polaires l’équation d’une demi-droite 
passant par le pôle et formant avec l’axe polaire l’angle «. 

Réponse. 0 = «. 

56. Former en coordonnées polaires l'équation d’un cercle de 
diamètre a si le pôle se situe sur le cercle, tandis que l’axe polaire 
passe par son centre. 

Réponse. p = a cos 6. 

57. Quelle est la ligne définie par l'équation x = 2t, y = 4t? 

Réponse. La droite y — 2x passant par l'origine des coordonnées. 

58. Soit une courbe donnée par les équations paramétriques 
suivantes : 


= G COS é, 
y —bsin t. 


Trouver l'équation de cette ligne en coordonnées rectangulaires. 
Indication. Diviser par a la première équation, par b 
la seconde et éliminer ensuite # entre ces deux équations. 
# z® y? Lé Lé Lé e 
Réponse. er ur — 1 (la courbe représentée par cette équation 
s'appelle ellipse). 
59. Soit une courbe donnée par les équations paramétriques 
suivantes : 
ïz—aseclt, 
y =btgt. 
Trouver l'équation de cette courbe e n coordonnées rectangulaires. 


y? 


2 Ld 
Réponse. TS — 1 (la courbe en question est appelée kyper- 


bole). 
60. Quelle est la ligne définie par les équations suivantes: 


x = COS? f, 
y —sin?{? 


Réponse. Le segment de droite qui joint le point À (1; 0) au 
point B (0; 1). 
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61. La courbe définie par les équations paramétriques 
= a COS° {, 
y—=asinté 
est appelée astroide. En éliminant t entre les équations de ce système, 
trouver l'équation de l’astroïde en coordonnées rectangulaires. 

Réponse. 23 + y#3 = a°/8, 

62. Sur un cercle de centre © et de rayon a est enroulé dans le 
sens du mouvement des aiguilles d’une montre un fil dont l’une des 
extrémités est fixée au point À (a; 0) de ce cercle. On commence à 
dérouler le fil en partant de l’extrémité libre et en le roulant dans le 
sens inverse de celui des aiguilles d’une montre de façon qu'il soit 
toujours tendu. Former les équations paramétriques de la courbe 
décrite par l’extrémité libre du fil si l’on prend comme paramètre # 
l'angle formé par le rayon OA et le rayon OB mené au point de tan- 
gence du cercle avec le fil tendu occupant une position arbitraire. 


Réponse. 
z=a(tsint+cost), 


y=a(sint—{cost) 


(cette courbe est appelée développante de cercle). 


$ 2. Ligne droite 


1. Equation générale d’une droite. Toute équation du 1€r degré en zx et y 


de la forme 
Axz+ By+C=0 


(où À, B et C sont des coefficients constants et 4? + B° -£ 0) définit dans le 
pen une certaine droite. Cette équation est appelée équation générale de la 
droite. 
Cas particuliers. 1. C—0; 4 ÆZ0; B-Æ0. La droite définie 
par l'équation Az + By — 0 passe par l'origine des coordonnées. 
.A=0;BÆ0; C0. La droite définie par l'équation By + C = 0 


(ou y=b, où b=— mA est parallèle à l'axe Oz. 
3. B—=0; 4 ÆZ0; C 0. La droite définie par l'équation Az + C — 0 
u z= a, OÙ a = +) est parallèle à l’axe Oy. 


4 B=C—=0; A 0. La droite définie par l'équation Az = 0 (ou 
— 0 étant donné Re À =£ 0) se confond avec l’axe Oy. 
9 A=C—=0; B-Æ0. La droite définie par l'équation By = 0 (ou 
y —= 0 étant donné que B =£ 0) se confond avec l’axe Oz. 
2. Equation d’une droite contenant son coefficient angulaire. Si dans l’équa- 
tion générale d'une droite B -£ 0, en la résolvant par rapport à y, on obtient 
une équation de la forme 


y = kz + b 
A 


(ici, k = — 5" b = 7). Mise sous cette forme, l'équation est appelée équation 
de la droite contenant son coefficient angulaire, car k — tg &«, où « représente 
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l'angle fait par la droite avec le sens positif de l’axe Oz. Le terme connu b n’est 
autre chose que l’ordonnée du point d’intersection de la droite considérée avec 
l'axe Oy (ordonnée à l’origine). 

3. Equation d’une droite exprimée par les segments qu'elle détermine sur 
les axes de coordonnées. Si dans l'équation générale d'une droite C = 0 et on 
divise tous ses termes par —C, on obtient une équation de la forme 


T'ON 
a b 
Le C C 7 ; 
(ici, a— —-, b = +). Mise sous cette forme, l’équation est appelée équa- 


tion de la droite exprimée par les segments qu'elle détermine sur les axes de coor- 
données. Dans cette équation, a représente l’abscisse du point d’intersection 
de la droite et de l’axe Oz, tandis que b est l’ordonnée du point d’intersection 
de notre droite et de l'axe Oy. Pour cette raison, a et b sont les segments déter- 
minés par la droite considérée sur les axes de coordonnées. 

4. Equation normale d’une droite. Si l’on multiplie les deux RUE 


de l'équation d’une droite Az + By+ C = 0 par le nombre u = ———— 
q y P h + V A°+ BP? 
(ce nombre est appelé facteur de normalisation) et si l’on choisit le signe du 


radical de façon que la condition p-C < 0 soit satisfaite, on obtient une équa- 
tion de la forme 


xz°Cos p—+ y-sin p — p = 0. 
Cette équation est appelée équation normale de la droite. Ici, p représente la 


longueur de la perpendiculaire menée à la droite par l'origine des coordonnées, 
p étant l’angle que fait cette perpendiculaire avec le sens positif de l’axe Or. 


63. Former l'équation de la droite qui détermine sur l’axe des 
ordonnées le segment b — —3 en formant avec le sens positif de 


. I 
l'axe des abscisses l'angle &« — 3: 


Solution. On trouve le coefficient angulaire À = tg = — 
7 En utilisant l'équation contenant le coefficient angulaire, 
on obtient =: — 3; en multipliant les deux membres de 
cette équation par —Ÿ 3 et en faisant passer tous les termes dans le 
premier membre, on arrive à l'équation générale de la droite 
z—V3y—3V3=0. 

64. Former l'équation de la droite qui détermine sur les axes de 
coordonnées les segments a =+, b — — 

Solution. En effectuant les substitutions correspondantes 
dans l'équation de la droite exprimée par les segments qu’elle dé- 


termine sur les axes de coordonnées, on trouve 


TZ U _ 
SP RS 
5 10 
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Cette équation peut être mise sous la forme Lz — 10y = 1, ou 


5x — 20y — 2 = 0 (équation générale de la droite). 

65. On donne l'équation d’une droite sous sa forme générale : 
42xz — 5y — 65 = 0. Ecrire : a) l'équation de cette droite contenant 
son coefficient angulaire; b) l’équation de cette droite exprimée 
par les segments qu'elle détermine sur les axes de coordonnées; 
c) l'équation de cette droite sous sa forme normale. 

Solution. a) En résolvant l'équation par rapport à y, on 
obtient l'équation contenant le coefficient angulaire de la droite 


y= x — 138. Ici, k=Æ, b = 18. 

b) Portons le terme connu de l'équation générale dans le deuxième 
membre et divisons les deux membres par 65. On a Er = 1, 
En écrivant la dernière équation sous la forme 

12 5) 
on obtient l'équation de la droite donnée exprimée par les segments 
qu'elle détermine sur les axes de coordonnées. Ici, a — D=5<, 
= — = 13. 
c) On détermine le facteur de normalisation u = a 
Vi2+(—5} 


= _— En multipliant les deux membres de l'équation générale par 
ce facteur, on obtient l'équation normale de la droite 


12 ) 


13 
66. Construire les droites : a) x — 2y + 5 = 0; b) 2x + 3y = 0; 
c) 57 —2 = 0; d) 2y + 7 = 0. 
Solution. a) En mettant dans l'équation donnée x = 0, 


Û 12 à 5) 
Ici, cos p = — , sin p — —rP=S. 


on obtient y = 25 . Il s'ensuit que la droite coupe l'axe des ordon- 
nées au point BP (0; 2). 

En mettant y = 0, on a x = —5, ce qui signifie que le point 
d'intersection de la droite avec l’axe des abscisses est le point 
A (—5; 0). 

Il ne reste qu'à mener la droite qui passe par les points À (—5; 0), 


B (0; 2 +) (ig. 8). 
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b) La droite 2x + 3y = 0 passe par l'origine des coordonnées, 
car le terme connu manque. Donnons une valeur quelconque à x. 
Soit, par exemple, x — 3. Alors 6 + 3y — 0, c'est-à-dire y = —2. 
On obtient de cette façon le point M'(3; —2). On mène la droite 
qui passe par l’origine des coordonnées et par le point M. 


Fig. 8 


c) Résolvons l'équation de la droite par rapport à x. On obtient 


_ . On voit que la droite en question est parallèle à l’axe des 


ordonnées et qu'elle coupe l’axe des abscisses au point d’abscisse _ : 
d) D'une façon analogue au cas précédent, on obtient l'équation 
y = —3 +; c'est une droite parallèle à l’axe des abscisses. 


z+2V5 LV Lo 
ue 


Ecrire : a) l'équation générale de cette droite ; b l'équation conte- 
nant le coefficient angulaire de cette droite; c) l'équation exprimée 
par les segments que cette droite détermine sur les axes de coordon- 
nées; d) l'équation normale de cette droite. 


Réponse. a) date du b) y— —+z+V5;0) yet 


T'_ 


67. On donne l'équation de la droite 


———1;d Z+—— = —2—0(. 

vs 0 prepa 

68. Quel angle la droite 2x + 2y — 5 — 0 forme-t-elle avec le 
sens positif de l'axe des abscisses? 

Réponse. 135°. 

69. Déterminer l'aire du triangle formé par la droite 4x + 3y — 
—- 36 — 0 et les axes de coordonnées. 

Réponse. 54. 

70. Peut-on écrire l'équation de la droite 20xr + 21y = 0 de 
manière qu'elle soit exprimée par les segments déterminés sur les 
axes de coordonnées? 

Réponse. Il n'est pas possible. 

71. Construire les droites suivantes: a) 4x — 5y + 15 = 0; 
b) 2 — y —0; c) 7x — 10 — 0; d) 2y + 3 = 0. 
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72. Former l’équation de la droite qui détermine sur l’axe des 
ordonnées le segment b — 1 et qui forme avec le sens positif de 


l'axe des abscisses l'angle &« — <a. 


Réponse. V 3x + y — 1 = 0. 

73. Soit une droite qui coupe les axes de coordonnées en déter- 
minant ainsi des segments égaux positifs. Former l’équation de cette 
droite sachant que l’aire du triangle formé par la droite et les axes de 
coordonnées est égale à 8. 

Réponse. x + y —4—0. 

74. Former l'équation de la droite qui passe par l’origine des 
coordonnées et par le point À (—2; —3). 

Réponse. 3x — 2y = 0. 

75. Former l'équation de la droite qui passe par le point À (2; 5} 
et qui détermine sur l’axe des ordonnées le segment b = 7. 

Réponse. x + y — 7 = 0. 

76. Former l’équation des droites passant par le point M (—3 ; —4) 
et parallèles aux axes de coordonnées. 

Réponse. x+3—0; y +4—=0. 

77. Former l'équation de la droite qui détermine sur les axes de: 
coordonnées des segments égaux si la longueur du segment situé 
sur cette droite et compris entre les points d’intersection avec les. 


axes de coordonnées est égale à 5 V2. 
Réponse. +y—5=0. r+y+5= 0." 


9. Angle de deux droites. Equation d’une droite passant par deux points. 
L'angle q, compté dans le sens inverse de celui des aiguilles d’une montre à 
partir de la droite y = k,x + b, jusqu’à la droite y = kox + b:, est donné 
par la formule 


koh 
CPE 


Deux droites y = kr + b, et y = kox + b, sont parallèles si, et seule- 
ment si, k, — ko. 
La condition pour que ces deux droites soient perpendiculaires s'écrit k: — 
1 


| 
L'équation d'une droite de coefficient angulaire k qui passe par le point 
M (x35 y1) s'écrit sous la forme 


y—y = k(x — x). 
: L'équation d'une droite passant par les points Mi (x1; y), Mo (to YoŸ 
s'écrit 


Y— Y4 TT 


Yo — U1 To — Zi : 


Si z1 = z9, l'équation de la droite qui passe par les points M, et M, prend: 
la forme x = x. 
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Si y = ÿs, l'équation de la droite qui passe par les points M, et M, de- 
vient y = y. 
6. Intersection de deux droites. Distance d’un point à une droite. Fais- 


ceau de droites. Si AL, les coordonnées du point d’intersection des droi- 
2 


2 
tes Aix + By + C1 = 0 et Aor + Boy + Ca = 0 sont trouvées en résolvant 
simultanément les équations de ces droites. 


La distance d'un point M (xo; yo) à une droite Az + By<+ C = 0 est 
donnée par la formule 


d = | Azo + Byo + C| 
V 42+B2 | 

Les équations des bissectrices des angles de deux droites Az + Biy + 

+ C;=0 et Aorz + Boy + Ca = 0 sont 
Aix + Biy+ Ci | Aort Boy + C2 
VATA VAE 

Si deux droites concourantes sont données par les équations 4,x + B;,y<+ 

+ C=0 et Aor<+ Boy + C2 = 0, alors l'équation 
A1t + Biy + Ci À (A4at + Boy + Co) = 0, 


où À est un facteur numérique, définit une droite qui passe par le point d'’inter- 
section des deux droites données. Si l’on donne à À différentes valeurs, on obtient 
différentes droites formant un faisceau dont le centre.se situe au point d'’inter- 
section des droites données. 


78. Déterminer l'angle des droites y = 2x + 5ety = —3x +1 


Solution. Prenons k=2, k:=—3. Alors tgp=- 
—3—2 n 
1 —6 4° 
79. Montrer que les droites 4x — 6y + 7 — 0 et 20x — 30y — 
— 11 = 0 sont parallèles. 
Solution. En mettant l’équation de chaque droite sous la 
forme à coefficient angulaire, on obtient 


— 1, c'est-à-dire ®— 


2 7 2 . 141 
Fate US Ep. 


Les coefficients angulaires de ces droites sont égaux entre eux: 
k, = ko =+. Cela nous permet de tirer la conclusion que les 


droites considérées sont parallèles. 

80. Montrer que les droites 3x — 5y + 7 — 0 et 10x + 6y — 
— 3 — 0 sont perpendiculaires. 

Solution. Après avoir mis les équations sous la forme à 


coefficient angulaire, on a y — Lx + _ et y = — 22 + . 
Ici, 4, — + », ko = — _ . Etant donné que k#, — ——, les droites 
1 


‘sont perpendiculaires. 
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81. Former l'équation de la droite passant par les points 
M (—1; 3), N (2; 5). 


Solution. Mettons, dans l'équation —=%— 2%, — 
Ye — Yi Ta — T1 
y —3 z+i 


= —1{, y, = 3, xs = 2, y, = 9. On obtient 53 —2Lt 
y —3 _ z+1 


— .. Donc, l'équation cherchée est de la forme 


ou 


2x — 3y + 11 = 0. Ilest bon de vérifier que l'équation ainsi obtenue 
est correctement formée. Pour cela, il suffit de montrer que les 
coordonnées des points M et N vérifient l'équation de la droite. 

En effet. les équations 


2 (—1) — 3-3 + 11 = 0. 
2.2 —3.5+11—0 


sont des identités. 

82. Former l'équation de la droite passant par les points 
A (—2; 4), B(—2; —1). 

Solution. Vuquez, = x; = —2, l'équation de la droite 
s'écrit x — —2 (la droite est parallèle à l’axe des ordonnées). 

83. Montrer que les droites 3r — 2y + 1 = Oet2r + 5y — 12 — 
= 0 sont concourantes et trouver les coordonnées de leur point d'in- 
tersection. 


Solution. Vu que _ 4 , les droites sont concourantes. 


En résolvant simultanément le système d'équations 


3z—2y+1 —=0, 
2x + 5y—12 —0, 


on trouve que x = 1, y — 2, ce qui signifie que les droites ont comme 
point d'intersection le point (1; 2). 

84. Déterminer la distance d’un point M (x,; yo) à une droite 
Az + By + C —=0 sans s'adresser à l'équation normale de la 
droite. 

Solution. Le problème se réduit à la détermination de la 
distance qui sépare le point M (x,; yo) du point À, pied de la per- 
pendiculaire abaissée du point M (xo; yo) Sur la droite Az + By + 
+ C = 0. Formons l'équation de la droite MN. Etant donné que 


le coefficient angulaire de la droite donnée est +. la condition 
d'orthogonalité implique que le coefficient angulaire de la droite 
MN soit égal à e. et l'équation de la droite MN prend la forme 


TZ) _Y—U0 


YU — Yo = > (x — zx,). Cette équation peut s’écrire 1 B 
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Pour déterminer les coordonnées du point W, résolvons le système 
d'équations 


_ 70: "90. 
Az+By-+-C—0 et = HF: 


Introduisons l’inconnue auxiliaire ft: 
T— 2 __U—7Y0 — } 
À BB 
Alors x = x, + At, y = y, + Bt. Portons ces valeurs dans l’équa- 
tion de la droite donnée: À (x, + At) + B (y, + Bt) + C = 0. 
On trouve 


Azo + Byo + C 


DS A2 + B2 


En substituant la valeur de t dans les équations x = x, + At et 
y = yo + Bt, déterminons les coordonnées du point NW: 


À BP C 
T= To— A ÉOOEC, 
FA B C 
Y= Yo BST 


I1 reste à déterminer la distance des points M et N. En appliquant 
la formule 


PACE ETTET 


c'est-à-dire 


Un A 4wo+Byo+C _, Vu f, _p.4w+Æo+C_ , \? 
= V/ (4 AE a) + ue BE) = 
_y/ Ta ot C2 [p 404 Pot C\_ | Aro+ Byo+ C | 
= (4 A2 + B? ] + (8 A2 + B2 — VAE PE , 
d'où 

__ 1 A4ïo+Byo+C | 
VAT 


85. Déterminer la distance du point M (1; 2) à la droite 
20x — 21y — 58 = O0. 
Solution. On a 


PS —" — 
nn ie ça. een 


86. On donne la droite 4x — 3y — 7 — 0. Déterminer parmi les 
points ci-après ceux qui se trouvent sur cette droite : À (2 _ : 1) : 
B (3; 2), C (1; —1), D (0; —2), E (4; 3), F (5; 2). 
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Solution. Les coordonnées d’un point situé sur la droite 
doivent vérifier l'équation de cette droite. 


Le point À se trouve sur la droite donnée, car 4-2 _ — 3414 — 7 — 


— (0. Le point PB ne se situe pas sur la droite, car 4:+3 — 3.2 — 7 0. 
Le point C se trouve sur la droite, car 4-1 — 3 (—1) — 7 = 0. 
Le point D ne se trouve pas sur la droite, car 4.0 — 3 (—2) — 7 
= 0. 
Le point Æ se trouve sur la droite, car 4-4 — 3.3 — 7 = 0. 
Le point F ne se situe pas sur la droite, car 4-5 — 3.2 — 7 &Æ 0. 
87. Former l'équation de la droite passant par le point 
M (—2; —5) et parallèle à la droite 3x + 4y + 2 = O0. 
Solution. Résolvons la dernière équation par rapport à y: 
y — À Z — . Donc, en vertu de la condition que les droites 
soient Dee le coefficient angulaire de la droite cherchée est 


égal à rs . En due appel à l'équation y — y, = k (x — x;), 


on obtient  … —+ [x — (—2)], c'est-à-dire 3x + 4y + 26 — 
= (0. 
88. On donne les sommets À (2; 2), B(—2; —8), C (—6; —2) 
d’un triangle. Former les équations des médianes de ce triangle. 
Solution. On trouve les coordonnées du milieu du côté BC: 


’ —2—6 / —8—2 
d'=— = —4, y'— 5 = —5; Aj(—4; —5). 


On trouve les coordonnées du milieu du côté AC : 


71 2— 6 " 2—2 
TL == —2, Tone , Bi(—2; 0). 
On trouve les coordonnées du milieu du côté AB: 
z"= 22 20, y IS = —3: Ci(0; —3). 


On trouve les équations des médianes en utilisant l’équation de 
la droite passant par deux points donnés. Ainsi, l'équation de la 
médiane AA, s’écrira 

y—2 z—2 y —2 z—2 


—5—2  —4—2)? 7 6 


c'est-à-dire 
7x — 6y — 2 = 0. 


On trouve l’équation de la médiane BB; ; étant donné que les 
points B (—2; —8) et B, (—2; 0) sont de même abscisse, la médiane 
BB, est parallèle à à l'axe des ordonnées. Son équation est x + 2 = (0. 
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L'équation de la médiane CC, : 


ou 


x + Gy + 18 = 0. 


89. On donne les sommets À (0; 1), B (6; 5), C (12; —1) d’un 
triangle. Former l'équation de la hauteur de ce triangle abaissée du 
sommet C. 


Solution. On forme l'équation du côté 4B: 


12, ou 2x —3y +3 —0. 


9 
Le coefficient angulaire du côté AB est égal à =; en vertu de la 
condition d'orthogonalité, le coefficient angulaire de la hauteur 


menée du sommet C sera +. 
L'équation de cette hauteur est de la forme 
y+i=—<+(x— 12, ou 3x + 2y — 3% = 0. 


90. On donne les côtés x + 3y — 7 = 0 (AB), 4x — y — 2 — 
= 0 (BC), 6x + 8y — 35 = O( AC) d'un triangle. Trouver la lon- 
gueur de la hauteur abaissée du sommet B. 

Solution. On détermine les coordonnées du point B. En 
résolvant le système d'équations x + 3y — 7 — 0 et 4x — y — 2 — 
= 0, on trouve x = 1, y = 2, c'est-à-dire B (1; 2). On trouve la 
longueur de la hauteur BB, par la formule de la distance du point BP 
à la droite AC. On a 


pp lets 
V&+8 

91. Déterminer la distance des deux droites parallèles 3x + y — 
— 3/10 =0 et 6x + 2y + 5 V 10 = 0. 

Solution. On recommande au lecteur de s'assurer tout d'a- 
bord de l'égalité des coefficients angulaires des droites en question. 

Le problème se réduit à la détermination de la distance d’un point 
quelconque de l’une des droites à l’autre droite. En mettant, par 
exemple, z = 0 dans l’équation de la première droite, on obtient 
y = 3 V 10. … 

De cette façon, M (0; 3 V 10) est un point situé sur la première 
droite. On détermine sa distance à la deuxième droite: 


|[6.0+2.3V/10+5V10| 11/10 | 
= °°" © = ——— = 95,9 
V 36+4 27 10 
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92. Former les équations des bissectrices des angles faits par les 
droites x + y — 5 — O (1) et 7x — y — 19 = 0 (2) (fig. 9). 

Solution. Résolvons d’abord ce problème sous forme géné- 
rale. De la géométrie élémentaire on sait que les bissectrices des 
angles formés par deux droites constituent le lieu géométrique des 
points équidistants des droites considérées. Si les équations des droi- 
tes données sont Az + Biy + C, = 0 et Aox + Boy + C, = 0 


A; B; ’ A . . 
(HA , c'est-à-dire que les droites y 


ne sont pas parallèles ) , On a pour 


tout point M (x; y) situé sur l'une 
des bissectrices (on utilise la formule 
de la distance d'un point à une 
droite) : 


| Aiz+ Bay + Cil _ | At + Boy + Col Æ 
V' A?+BÈ V A3+B ; 
Puisque M (x: y) est un point quel- 7 
conque de la bissectrice, on peut le Fig. 9 


désigner tout simplement par M (x; y). 
Compte tenu du fait que les expressions de la dernière égalité, 
comprises entre les traits verticaux indiquant la valeur absolue, 
peuvent être de signes différents, on trouve pour l’une des bissec- 
trices l'équation 

Az + Biy + Ci __ Aoz + Boy + Co 


VAÏFR  VAÏ+E 

et pour l'autre 
Ayz+ Bay Ci __  Aox + Boy + Co 
VAR VAR 


L'équation des deux bissectrices peut ainsi s'écrire 
Aiz+ Biy +B; Agt + Bay + Ce _ 
V 4?+B? V 45+Bà 
Résolvons maintenant le problème concret proposé. En substi- 


tuant à 4,, B,, C;, A», Ba, C) leurs valeurs figurant aux équations 
des droites données, nr 


z+y—5 172 — y — 
vV1+1 V = 
+ (7z—y—19)—=0 
L'équation de la ue bissectrice sera 9 (x + pe 9) + 


+ (7x — y — 19) = 0, ou  12x + 4y — 44 = 0, c'est-à-dire 
% + y — 11 = 0 (3). L'angle formé par cette bissectrice avec l'axe 


2-0: c'est-à-dire 9 (t+y—95) + 
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des abscisses est obtus, car son coefficient angulaire est négatif. 
L'équation de la seconde bissectrice sera 9 (x + y — 5) — 
— (7x — y — 19) = 0, c'est-à-dire x — 3y + 3 —= 0 (4). Cette bis- 
sectrice forme avec l’axe des abscisses un angle aigu. 

93. On donne les sommets À (1; 1), B (10; 13), C (13; 6) d'un 
triangle. Former l'équation de la bissectrice de l'angle À. 

Solution. Utilisons une autre (par rapport au problème 
précédent) méthode d'établissement de l’équation de la bissectrice. 

Soit D le point d’intersection de la bissectrice avec le côté BC. 
De la propriété de la bissectrice d’un angle intérieur d’un triangle, 


B 

DC 
AB=V (10—1#+(13— 1) = 15, 
AC =V (13 — 1ÿ + (6 — 1} = 13. 


BD 15 
Donc. À — DC = 43 : 


le segment BC étant connu, on détermine les coordonnées du point D 
par les égalités 


il découle que =. Mais 


Le rapport dans lequel le point D divise 


___10+15/13-13 __13+15/13-6 
__ 1+15/13 ? 7 1+15/13 ? 


ou 


325 259 : Re 
T=sgr Y= Sp: C est-à-dire D (5 TE 
Le problème se réduit à l’établissement de l'équation de la droite 
passant par les points 4 et D: 


325. æ) 


y—1 z—i : SJ: 
——— = —— , c'est-à-dire 77—9y+2—=0(0. 
259 _, 325, 

28 28 


94. On donne les équations de deux hauteurs z + y —2 —=0 
et 9x — 3y — 4 — 0 du triangle ABC et les coordonnées de son 
sommet À(2;2). Former les équations des côtés de ce triangle. 

Solution. On voit sans difficulté que le sommet À ne se 
situe pas sur les hauteurs données, car ses coordonnées ne satisfont 
pas les équations correspondantes. 

Soient 9x — 3y — 4 — 0 l'équation de la hauteur BB, et 
z + y — 2 = 0 l'équation de la hauteur CC,. Formons l'équation du 
côté AC qui peut être considéré comme une droite passant par le 
point À et perpendiculaire à la hauteur BB,. Vu que le coefficient 
angulaire de la hauteur BB, est égal à 3, le coefficient angulaire 
+ , c'est-à-dire k4c = + . En utilisant 
l'équation d'une droite passant par un point donné et ayant un coef- 


du côté AC sera égal à — 
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ficient angulaire connu, on obtient l'équation du côté AC : y — 2 — 


_ = (x — 2), ou x + 3y — 8 — 0. D'une façon analogue on 


obtient kcc = —1,k1n = let le côté AB est défini par l'équation 
y — 2 — x —72, c'est-à-dire y — x. En résolvant simultanément 
les équations des droites AB et BB,, de même que celles des droites 
AC et CC;, on trouve les coordonnées des sommets B et C du triangle : 
B (2/3; 2/3) et C (—1; 3). Il ne reste 
qu’à former l’équation du côté BC: 

y— 2/3  x—2/3 

3— 2/3  —1—2/3 ? 
c'est-à-dire 7x + 5y —8—0. 


ÿ 


95. Former les équations des droi- 
tes passant par le point A7 (5; 1) et 
formant l'angle — avec Ja droite 
2x + y —4—0 (fig. 10). 

Solution. Soit X le coeffi- 
cient angulaire de l’une des droites 
cherchées. Le coefficient angulaire de Fig. 10 
la droite donnée est égal à —2. Etant 
donné que l'angle de ces droites est égal à —- , On a g—= 
_ k+2 _ k+2 : NT M 
= 757 OU Î ns 1 — 2k = k + 2,c'est-à-dire k— — 
Ainsi, on a trouvé le coefficient angulaire de la droite MN. Le coef- 
ficient angulaire de la droite AP est trouvé de l'égalité tg +— 


=. # ; < | ; 
= € est-à-dire 4’ — 3. 


L’angle formé par les droites MP et NP est compté dans le sens 
inverse de celui des aiguilles d’une montre depuis la droite MP de 
coefficient angulaire À’ jusqu’à la droite WP de coefficient angulaire 


œ|= 


L'équation de la droite MN sera y — 1 — — + (& — 9), c'est-à- 
dire x + 3y — 8 = 0. 

L'équation de la droite MP sera y — 1 — 3 (x — 5), c'est-à-dire 
3x — y — 14 = 0. 

Nota. Vu que MN 1 MP, le coefficient angulaire de la droite 


MP aurait pu être déterminé en partant de la condition d’orthogo- 
nalité: k' — —+, k — + , donc 4" = 3. 

96. Trouver la droite appartenant au faisceau 2x + 3y + 5 + 
+ À (x + 8y + 6) = 0 et passant par le point M (1; 1). 
3—01673 
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Solution. Les coordonnées du point M doivent vérifier 
l'équation de la droite cherchée, ce qui nous permet d'obtenir À 
à partir de l’équation 


DA +L3A +5 LAC S.1+L 6) —0 


ou 
9 
10 + 154 = 0, c'est-à-dire À — HT. 
En substituant la valeur de À dans l'équation du faisceau. on 


obtient l'équation de la droite cherchée 
2x + 3y +5 — + (e + 8y + 6) = 0. ou 4x — Ty + 3 = 0. 


97. Trouver la droite qui passe par le point d’intersection des 
droites 3x — 4y + 7 — 0 et ox + 2y + 3 — 0 et qui est parallèle 
à l’axe des ordonnées. 

Solution. La droite cherchée appartient au faisceau 
8x — 4y + 7 + À (5x + 2y + 3) = 0. Ecrivons cette équation sous 
la forme (3 5À) x + (—4 + 2) y + (7 + 3à) = 0. Vu que la 
droite cherchée est parallèle à l’axe des ordonnées, le coefficient de y 
doit être nul: a + 2h — 0, c'est-à-dire À = 2. 

Il ne reste qu'à porter la valeur trouvée de À dans l’équation du 
faisceau en obtenant ainsi l'équation cherchée x +1—=0. 

98. On donne les côtés x + 2y + 5 — 0 (AB), 3x + y + 1 — 
= 0 (BC), zx + y +7 = 0 (AC) d'un triangle. Former l'équation 
de la hauteur du triangle abaissée sur le côté AC. 

Solution. La hauteur cherchée appartient au faisceau 
z+2y+0o+A(Gr+y+ti) = 0. 

Ecrivons l'équation comme suit: (1 -- 3À) x + (2 + À) y + 
+ (5 + À) = 0. Le coefficient angulaire d’une droite du faisceau 


À 


est égal à — ire : étant donné que le coefficient angulaire de la 


droite AC est égal à —1, le coefficient angulaire de la hauteur cher- 


chée est égal à 1 et À se déduit de l'équation — = 1. 


D'où, 1+3+2+A—0, c'est-à-dire À = — ©. En subs- 
tituant la valeur trouvée de À dans l'équation du faisceau, on trouve 
l'équation de la hauteur (4—2)z+ (2—7 )u + (5-7) = 
— 0, ou 5x — 5y — 17 = 0. 

99. On donne les sommets du triangle ABC : A (0; 2), B (7; 3), 
C (1; 6). Déterminer 4BAC = = «4. 

Réponse. tg a = - 

100. On donne les côtés x + y — 6 — 0, 3x — 5y + 14 = 0, 
5x — 3y — 14 — 0. Former les équations des hauteurs de ce triangle. 
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Réponse. x — y = 0, 5x + 3y — 26 = 0, 3x + 5y — 26 = 0. 

101. Former les équations des bissectrices des angles des droites 
3x + 4y — 20 = 0 et 8x + Gy — 5 = 0. 

Réponse. 14x + 14y — 45 = 0, 2x — 2y + 35 = 0. 

102. On donne les sommets A (0; 0), B (—1; —3), C (—5; —1) 
d’un triangle. Former les équations des droites passant par les som- 
mets du triangle et parallèles à ses côtés. 

Réponse. 3x — y + 14 = 0, x — 5y — 14 = 0, x + 2y = 0. 

103. Former les équations des droites passant par le point 
M (2; 7) qui font avec la droite passant par les points À (—1; 7), 
B (8; —2) des angles de 45°. 

Réponse. x—2—0,y—7—=0. 

104. Déterminer la distance du point Â7 (2; —1) à la droite qui 
détermine sur les axes de coordonnées les segments a = 8, b = 6. 

Réponse. 4,4. 


105. Trouver la longueur de la hauteur abaissée du sommet C 
d'un triangle de sommets À (1: 1) , B (1: 1+) , C3; 3). 

Réponse. 2,4. 

106. Pour quelle valeur de m les droites 7x — 2y — 5 = 0, 
x + 7y — 8 — 0 ct mx + my — 8 — 0 se coupent au même point. 

Réponse. m = 4. 

107. On donne les points milieux À, (—1; —1), B, (1; 9), 
C1 (9; 1) des côtés d’un triangle. Former les équations des perpen- 
diculaires aux côtés de ce triangle qui passent justement par ces 
points milieux. 

Réponse. x — y = 0, x + 5y — 14 = 0, 5x + y — 14 = 0. 

108. Trouver l’angle aigu formé par l’axe des ordonnées et la 
droite passant par les points À (2; J/3), B (3; 2 V3). 

Réponse. Le. 


109. Les points À (1; 2) et C (3; 6) représentent les sommets 
opposés d’un carré. Déterminer les coordonnées des deux autres 
sommets du carré. 

Réponse. (0; 5), (4; 3). 

110. Trouver sur l’axe des abscisses un point dont la distance 
à la droite 8x + 15y — 10 — 0 est égale à 1. 

Réponse. (+: 0) et (—+; 0 }. 

111. On donne les sommets À (1; 1), B (4; 5), C (13; —4) d'un 
triangle. Former les équations de la médiane menée du sommet B 
et de la hauteur abaissée du sommet C. Calculer l'aire du triangle. 

Réponse. 13x + Gy — 82 = 0, 3x + 4y — 23 — 0, S — 31,5. 

112. Trouver les droites du faisceau 2x + 3y + 6 + 
+ À (x — 5y — 6) = O0 qui sont perpendiculaires aux droites de 
base de ce faisceau. 


3* 
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Réponse. 3x — 2y = 0, 5x + y + 6 = 0. 

113. Trouver la droite passant par le point d’intersection des 
droites x + 6y + 5 = 0, 3x — 2y + 1 — 0 et par le point 

4 
M (31). 

Réponse. 5x + 4 = 0. 

114. Trouver la droite passant par le point d'’intersection des 
droites x + 2y + 3 = 0, 2x + 3y + 4 — 0 et parallèle à la droite 
5x + 8y = (. 

Réponse. 5x + 8y + 11 = 0. 

115. Trouver la droite passant par le point d'’intersection des 
droites 3x — y — 1 — 0, x + 3y + 1 — 0 et parallèle à l’axe des 
abscisses. 

Réponse. 5y + 2 = 0. 

116. Trouver la droite passant par le point d'’intersection des 
droites 9x + 3y + 10 = 0, x + y — 15 = 0 et par l'origine des 
coordonnées. 

Réponse. 17x + 11y = 0. 

117. Trouver la droite passant par le point d'intersection des 
droites x + 2y + 1 = 0, 2x + y + 2 — 0 et formant un angle de 
135° avec l’axe des abscisses. 

Réponse. x +y+1i=0. 

118. Former les équations des droites passant par le point 
M (a; b) et formant avec la droite x + y + c = 0 un angle de 45°. 

Réponse. x = a, y = b. 

119. On donne les côtés x — y = 0 (AB), x + y — 2 = 0 (BC), 
y — 0 (AC) d’un triangle. Former les équations de la médiane pas- 
sant par le sommet B et de la hauteur abaissée du sommet 4. 

Réponse. x = 1, y = x. 

120. Montrer que le triangle de côtés x+yV3+1—=0, 
zV3+y+1—=0,zx— y — 10 = 0 est un triangle isocèle. Trou- 
ver l'angle au sommet de ce triangle. 

Réponse. 30°. 

121. On donne trois sommets successifs À (0; 0), B(1; 3), 
C (7; 1) d’un parallélogramme. Trouver l’angle que font ses diagona- 
les et montrer que le parallélogramme est un rectangle. 

Réponse. q — 53°8". 

122. On donne les côtés zx — y + 2 — 0 (AB), x = 2 (BC), 
z—y—2-=0 (AC) d'un triangle. Former l'équation de la droite pas- 

sant par le sommet B du triangle et par le point situé sur le côté AC 
et qui divise ce dernier dans le rapport 1: 3 (à partir du sommet À). 

Réponse. 5x — 3y + 2 = 0. 

123. Montrer que le triangle de sommets À (1; 1), B (2; 1 + V3), 
C (3; 1) est un triangle équilatéral et calculer son aire. 

Réponse. V 3. 
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124. Montrer qu’un triangle dont les côtés sont donnés par des 
équations à coefficients entiers ne peut pas être un triangle équila- 
téral. 

125. On donne le sommet À (3; 9) d’un triangle et les équations 
de deux de ses médianes: y — 6 — 0, 3x — 4y + 9 — 0. Trouver 
les coordonnées de ses deux autres sommets. 

Réponse. B (1; 3), C (11; 6). 

126. Former l'équation de l'hypoténuse d’un triangle rectangle 
qui passe par le point A7 (2; 3) si ses deux autres côtés se confondent 
avec les axes de coordonnées et si son aire est égale à 12. 


Réponse. 1) +=; 2) SE TEE RTS DS 


4(V 2—1) 


z y 
Se —4(1/2+1) LL 6(V/2—1) . 

127. Former les équations de trois côtés d’un carré si l’on sait 
que son quatrième côté est représenté par un segment de la droite 
4x + 3y — 12 = 0 dont les extrémités se trouvent sur les axes de 
coordonnées. 

Réponse. 3x — Ay — 9 = 0, 3x — 4y + 16 = 0, 4x + 3y — 37 = 
= 0, ou 4x + 3y + 13 = 0. 


$ 3. Courbes du second degré (coniques) 


1. Cercle. Le cercle représente le lieu ES des points équidistants 
d’un point donné nues centre. Si un cercle est de rayon r et si son centre se 
situe en C (a; b), l'équation de ce cercle prend la forme 


GG —a} + (y —b}=r. (1) 


En particulier, si le centre du cercle coïncide avec l’origine des coordonnées 
l'équation ci-dessus devient 


+ y = re. 
En ouvrant les parenthèses du premier membre de l'équation (1), on obtient 
l'équation 
a+ + lz+ my+ n= O0, (2) 
où [= —2a, m—= —2b, n = a+ b* —7r*. 


Dans le cas général, l'équation (2) définit un cercle si [? + m° — 4n > 0. 

Si + m° — 4n = 0, l'équation susmentionnée définit un point de coor- 
données (=: —— ), tandis que si {?< n°? — 4n < 0, l'équation n’a pas 
d'interprétation géométrique. On dit, dans ce cas, que l’équation définit un 
cercle imaginaire. 

Il est utile de se rappeler que l'équation d’un cercle contient deux termes 
de degré le plus élevé dont les coefficients sont égaux entre eux et qu’elle ne 
renferme pas de terme comprenant le produit de x par y. 

La position réciproque d’un point M (x; y1) et d’un cercle x? + y° = r° 
est déterminée par les conditions suivantes: si x? + y? — r°, le point A se 
trouve sur le cercle; si x? + y? > r°, le point M se situe a l'extérieur du cercle; 
si x? + y? < r°, le point f est à l’intérieur du cercle. 


38 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE PLANE (CH. I 


128. Trouver les coordonnées du centre et le rayon du cercle 
22° + Qu? — 8x + 5y — 4 = 0. 
Solution. En divisant par 2 l'équation donnée et en groupant 


ses termes, on obtient x? — 4x + y* + 5 y —= 2. Complétons les 


expressions 2? — 4x et y° + + y de façon à obtenir des carrés par- 
faits. À cette fin, ajoutons respectivement au premier et au second 


binômes les quantités 4 et (=) (en même iemps, on ajoute au 


deuxième membre la somme de ces nombres). Il en résulte 


(a—4r+4)+(p+iyrS)22r4ass 


16 16 ? 
ou 
; . 5\2 121 
G—2+ (vez) =. 
De cette façon, on trouve les coordonnées a = 2 et b = — À du 


centre du cercle et son rayon r — 2. 


129. Former l'équation du cercle circonscrit au triangle de côtés 
Or — 2y — 41 = 0, 7x + 4y + T = 0, x — 3y + 1 = 0. 
Solution. Trouvons les coordonnées des sommets du triangle 
en résolvant simultanément les trois systèmes d'équations ci-dessous : 
; 9x — 2y — 41 — 0, 
, 1z+äy+ 7—=0, 
) 9x --2y —41—0, 
) z—38y+ 1—=0, 
7x 4y +1 —=0, 
On obtient À (3; —7), B(5; 2), C(—1; O0). 
Admettons que l'équation cherchée du cercle soit de la forme 
(x — a}? + (y — db}? = r?, Pour trouver a, b et r, nous allons écrire 


trois égalités en substituant, dans l'équation cherchée, les coordon- 
nées des points À, B, C aux coordonnées courantes: 


Sa} + (Tr; (5 — a) + (2 — D = 1°; 
(—1 — a} + D = 7. 
| En éliminant r?, on arrive au système d'équations suivant: 
(8 — a) + (—7 — D} = (5 — a) + (2 — b}?, 
(3 — a}? + (—7 — DŸ = (—1 — a) + 
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ou 4a — 18b —= —29 et 8a — 14b = 57. D'où l'on a a = 3,1, b — 
— —2,3. La valeur de r* est donnée par l'équation (—1 — a)° + 
+ b? = r°, c'est-à-dire r° = 22,1; l'équation du cercle cherché va 
s'écrire 

(x — 3,1)° L (y + 2,3) — 22,1. 


130. Former l'équation du cercle passant par les points À (5: 0), 

B . 4) si son centre se situe sur la droite x + y — 3 = (. 
Solution. Trouvons les coordonnées du point M situé au 
milien de la corde AB:x,r = 2° = 3, Yrr = — 2, donc 
M (3; 2). Le centre du cercle cherché doit se trouver sur la perpen- 
diculaire élevée au point 4. C’est pourquoi l'équation de cette per- 
pendiculaire peut s'écrire sous la forme y — 2 — k(x — 3); le 
coefficient angulaire k figurant dans cette équation peut être trouvé 
en partant de la condition des de la perpendiculaire et de 


—0 r—5 


la corde 4B dont l'équation est — j == UT + y — o = 0. 


Il s'ensuit que le coefficient angulaire de la perpendiculaire 
k — 1 et l'équation de cette perpendiculaire sera y — 2 — 1:(x — 3) 
ouxz —y—1—0. 

Le centre du cercle se situe au point d’intersection de la droite 
donnée et de la perpendiculaire, ce qui signifie que ses coordonnées 
sont déterminées par le système d'équations x + y — 3 = 0 et 
z—y—1—=0. D'où zx = 2, y = 1, donc C (2; 1). 

Le rayon du cercle est donné par la longueur du segment CÀ, 
c'est-à-dire r = V/(5 — 2)? + (1 — 0}? = Y 10. De cette façon, 


l'équation du cercle sera finalement 
(x — 2} + (y — 1) = 10. 


131. Former l'équation de la corde du cercle x? + y* — 49 
et dont le point milieu est A (1; 2). 

Solution. Formons l'équation du diamètre du cercle passant 
par le point À (1; 2). On a y = 2x. La corde cherchée est perpendi- 
culaire à ce diamètre et passe par le point À, donc son équation peut 
s'écrire y—2=—5(x— 1), ou æ + 2y — 5 = (. 

132. Trouver l'équation du cercle symétrique au cercle x? + y* — 
= 2x —- 4y — 4 par rapport à la droite x — y — 3 — 0. 

Solution. Mettons l'équation du cercle donné sous sa forme 
canonique (t — 1)* + (y — 2)* = 1. Le centre de ce cercle se trouve 
au point € (1; 2) et son rayon est égal à 1. Trouvons les coordonnées 
du centre C, (x, ; y1) du cercle symétrique. A cette fin, menons par le 
point C (1; 2) la perpendiculaire à la droite x — y — 3 = (0. L'équa- 
tion de cette perpendiculaire sera y — 2 = k (x — 1), où À — 
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e | 

=— += 1, d'où l’on ay—2=-r+1,ouxz+y—3—0. 
En résolvant simultanément les équations zx — y — 3 — 0 et 
z+y—3—0, on obtient x — 3, y — 0, donc la projection du 
point C (1; 2) sur la droite donnée sera le point P (3; 0). Les coor- 
données du point symétrique peuvent être trouvées suivant les for- 
1x: 


mules donnant les coordonées du milieu d'un segment 3 = 1, 


Cd 


9 
0“ ; de cette façon, x, — 5, y, — —2. Donc le centre du 


cercle symétrique se situe au point C, (5; —2) et son équation sera 
& — 5) + (y + 2) = 1. 

133. Trouver le lieu géométrique des milieux des cordes du cercle 
2x? + y* = 4 (y + 1) sachant qu'elles passent par l'origine des 
coordonnées. 

Solution. L'équation des cordes est de la forme y = kr. 
Pour exprimer les coordonnées des points d’intersection des cordes 
et du cercle en fonction de k, résolvons le système d'équations y = kx 
et x° + y? — 4y — 4 — 0. On obtient l'équation quadratique 


o . 4k 
2° (k? + 1) — 4kx — 4 — 0. Ici, x + x — TE : Compte tenu 


du fait que la demi-somme de ces abscisses donne l’abscisse du milieu 


de la corde, on a x — ES , alors que l’ordonnée du milieu de la 
2k2 . d ., 7 æ : 
corde y — TE Les deux dernières égalités représentent les 


équations paramétriques du lieu géométrique cherché. 

En éliminant k (à cette fin, il suffit de mettre À — _ dans l’éga- 
2k 
1H 
x? EL y — 2y = 0. On voit que le lieu géométrique cherché est 

aussi un cercle. 

134. Déterminer les coordonnées des centres et les rayons des 
cercles suivants: a) xz° + y? — 8x + 6y — 0; b) x° + y* + 10x — 
— y +29 = 0; c) 2° + y? — 4x + 14y + 54 = 0. 

Réponse. aa =4,b=—3,r=5; ba=—5,b=2.r=0. 
L'équation définit un point: c) a = 2, b = —7, r° = —1, L'équa- 
tion n’a pas d'interprétation géométrique (c'est un cercle imaginaire). 

135. Trouver l’angle des deux rayons du cercle x* + y* -- 4x — 
— 6y = 0 si ces rayons aboutissent aux points d’intersection du cercle 
avec l’axe Oy. 

Réponse. tg p — —2,4. 

136. Former l'équation du cercle passant par les points 4 (1 ; 2), 
B (0; —1), C(—3; 0). 

Réponse. (x + 1)? + (y — 1} = 5. 


lité x — ), on’ arrive à l'équation du lieu géométrique cherché : 
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137. Former l'équation du cercle passant par les points À (7; 7} 
et B(—2; 4) si son centre se situe sur la droite 2x — y — 2 = (. 

Réponse. (x — 3)? + (y — 4)? = 25. 

138. Former l'équation de la corde commune aux cercles 
x? L y? = 16 et (x — 5)? + y° — 9. 

Réponse. x = 3,2. 

139. Former les équations des tangentes aux cercles (x — 3)* + 
+ (y + 2)? = 25 aux points d'’intersection de ce cercle avec la 
droite x — y + 2 = 0. 

Réponse. 3x — 4y + 8 = 0, 4x — 3y + 7 = 0. 

140. On donne le cercle x? + y? — 4. Du point À (—2; 0) on 
mène la corde AB qui est continuée jusqu'au point M de façon que 
BM = AB. Déterminer le lieu géométrique des points M. 

Réponse. (x — 2}° + y° = 16. 


2. Ellipse. L'’ellipse est le lieu géométrique des points dont la somme 
des distances à deux points donnés, appelés foyers, est constante (on la désigne 
d'habitude par 2a) étant toujours supérieure à la distance des deux foyers. 


ÿ 
M 


SZAN 
ET 


Fig. 11 


Si les axes de coordonnées sont disposés par rapport à l’ellipse comme 
il est montré sur la figure 11, et si les foyers se trouvent sur l'axe Ox et à distan- 
ces égales par rapport à l'origine des coordonnées (aux points Fi (c; 0) et 
F, (—c; 0)), l'équation de l’ellipse prend sa forme la plus simple appelée forme 
canonique 


rè y? l 
CARS 


Ici, a est le demi grand axe, b le demi petit axe; c étant la demi-distance des 
loyers, les grandeurs a, b, c sont liées par la relation 


a = b+ (ec — Va — L?). 
La configuration de l’ellipse (le degré d’aplatissement) est caractérisée par son 


joie c : 
excentricité e = (vu que c < a, on a toujours e € 1). 


*% 


Les distances d’un certain point 4 de l’ellipse à ses foyers sont appelées 
rayons vecteurs focaux de ce point et sont d'habitude notées r, et r, (en vertu 
de la définition de l’ellipse, r, + r, = 2a pour n'importe lequel de ses points). 

Dans le cas où a = b (c = 0, e = 0, les foyers se confondent en un point 
De centre), l’ellipse se transforme en un cercle (l'équation de ce cercle est 
z® + y° = a!). 
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. ., ? . . 2 
La disposition réciproque d’un point M (x,; y.) et d'une ellipse + 1 — 
= 1 est déterminée par les conditions suivantes: 


1) si Al +- ns — 1, le point A7 se trouve sur l’ellipse ; 


a2 
2) si + > 1, le point A7 se situe à l'extérieur de l'ellipse; 
2 2 
3) si RS < 1, le point HW est un point intérieur à l'ellipse. 
Les rayons vecteurs focaux sont exprimés par l’abscisse du point corres- 


pondant à l’aide des formules ci-après : r, = a — ex (rayon vecteur focal droit); 
Ta = a+ ex (rayon vecteur focal gauche). 


141. Former l'équation canonique de l’ellipse passant par les 
points À] É VS), N ( — 2; VE) : 


2 2 
Solution. Soit + TT — 1 l'équation cherchée de l'ellipse. 


Cette équation doit êlre vérifiée par les coordonnées des points 
données. Donc 

25 3 4 3 

ae ge OÙ Ge Poe 


D'où a* = 10, b® = 1 et l'équation de l’ellipse prend la forme 


142. Trouver sur l’ellipse W 1e point dont la dif- 
29 9 


férence des rayons vecteurs est égale : 


à 
Réponse. Quatre points +4, +). 
143. Trouver la longueur du segment de la perpendiculaire au 
grand axe de l’ellipse + — 1 élevée dans l’un de ses foyers si 


ce segment est compris entre le foyer considéré et le point d'inter- 
section de la perpendiculaire et de l’ellipse. 


Réponse. _ 

144. Former l'équation de la droite qui passe par le foyer gauche 
et le sommet inférieur de l’ellipse + =: 1: 

Réponse. 4x + 3y + 12 = 0. 

145. Soit une cllipse rapportée à ses axes, d’excentricité e — 


et passant par le point À7 (1; 1). Former son équation. 
Réponse. 167° + 25y° = 41. 


a 
5 
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146. Déterminer la disposition des points M (7; 1), N (—5; —4), 
2 2 
P (4; 5) par rapport à l’ellipse + — 1; 
Réponse. Le point M se situe à l’extérieur de l’ellipse ; le point N 
se trouve sur l’ellipse, le point P est un point intérieur à l’ellipse. 
147. Trouver l’excentricité d’une ellipse si son segment focal 


(segment compris entre ses foyers) est vu depuis le sommet supérieur 
sous un angle «. 


Réponse. e — sin —. 
148. Trouver sur la droite x + 5 — 0 un point qui soit équidis- 
tant du foyer gauche et du sommet supérieur de l’ellipse + — 1. 


4 

Réponse. M (—5; 7). 

149. En utilisant la définition de l’ellipse, former son équation 
si l’on sait que les points F, (0; 0) et F, (1; 1) sont ses foyers et que 
la longueur de son grand axe est égale à 2. 

Réponse. 3x° + 3y? — 2xy — 2x — 2y — 1 -= 0. 

150. Former l'équation du lieu géométrique des points dont les 
distances au point À (0; 1) sont deux fois inférieures à la distance à 
la droite y — 4 — (. 


| ONE 
5 Se) DEP ne) " 
Réponse AE TA 1 


151. Les extrémités d'un segment AB de longueur constante a 
se déplacent suivant les côtés d’un angle droit. Trouver l'équation 
de la courbe décrit par le point M qui divise le segment donné dans 
le rapport 1: 2. 

Réponse. La courbe cherchée est une ellipse. Si l’on dirige les 
axes de coordonnées suivant les côtés de l’angle droit (le point À 
se trouve sur l'axe Ox), l'équation de notre ellipse s'écrira 92°? + 
+ 36y* — 4a°. 


3. Hyperbole. L'hyperbole est le lieu géométrique des points dont la valeur 
absolue de la différence des distances à deux points donnés, appelés foyés, est 
constante (on la désigne par 2a) étant toujours inféricure à la distance des deux 
foyers. Si les foyers de l’hyperbole se trouvent aux points F, (c; O)et F, (—c; 0), 
l'équation de l'hyperbole s’écrit 


où 0? — c° — a?; c'est l'équation canonique (la plus simple) de l’hyperbole. 
L'hypcrhole so compose de deux branches symétriques par rapport aux axes 
de coordonnées. Les points À, (a; 0) et A, (—a; 0) sont les sommets de l’hyper- 
bole. Le scgment 4,4, = 2a est appelé are réel (axe transverse, axe focal) de 
l’hyperbole, alors que le segment B,B, — 2b représente son axe imaginaire 
(axe non transverse, axe non focal) (fig. 12). 

La droite à laquelle la distance du point M (x; y) de l’hyperbole tend 
vers zérO Pour z —> + oo Où z—> —o s'appelle asymptote. L'hyperbole a deux 


asymptotes dont les équations sont y = ag à 2 
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Pour construire les asymptotes de l’hyperbole, on construit d’abord son 
rectangle axial de côtés x = a, x = —a, y = b, y — —b. Les droites qui pas- 
sent par les sommets opposés de ce rectangle sont les asymptotes de l'hyper- 
bole. Sur la figure 12 on voit la disposition réciproque de l’hyperbole et de ses 


asymptotes. Le rapport e — " > 1 est appelé exceniricité de l'hyperbole. 


Les rayons vecteurs focaux de la branche droite de l’hyperbole sont: 
r, = ex — a (rayon vecteur focal droit); 
r, = er -+ a (rayon vecteur focal gauche). 


Fig. 12 


Les rayons vecteurs focaux de la branche gauche de l’hyperbole sont: 

r, = —exz + a (rayon vecteur focal droit); 

ro = —ex — a (rayon vecteur focal gauche). 

Si a = b, l'équation de l’hyperbole devient x? — y? = a. Une telle hyper- 
bole s'appelle hyperbole équilatère. Ses asymptotes se coupent à angle droit. 
Si l’on prend les asymptotes d’une hyperbole équilatère en qualité d’axes de 
coordonnées, l'équation de cette hyperbole prendra la forme xy = m (m = 


= +5: pour m > 0, l'hyperbole se situe dans le Ier et le IIIe quadrants; 
pour m < 0, elle se trouve dans le IIC et le IV® quadrants). Vu que l'équation 
zy = m peut s’écrire y = =, on arrive à la conclusion qu’une hyperbole équi- 


latère est la représentation graphique de la dépendance inversement propor- 
tionnelle des quantités x ct y. 


L'équation 
9 9 9 9 
X Mon y y" Te : 
2 DD (ou Mr 1) 


est aussi l'équation d’une hyperbole dont l’axc réel est représenté par un seg- 
ment de longucur 2b de l'axe Oy. 


Les h bol CE RReEEE 1 PR RE 1 t 1 émes demi-axes 
es hyperboles D D et ER ont ies me : 


et les mêmes asymptotes, mais l'axe réel de l’une d'elles sert d’axe imaginaire 
à l’autre et inversement. On dit que ces deux hyperboles sont conjuguées. 


152. Trouver sur la branche droite de l’hyperbole 7 = 1 


un point dont la distance au foyer droit est deux fois moindre que 
celle au foyer gauche. 
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Solution. Pour la branche droite de l’hyperbole, les rayons 
vecteurs focaux sont donnés par les formules r, = ex — a et r, — 
— ex + a. Ainsi donc, dans notre cas, on a l’équation ex + a — 


2-|- p2 
— 2(ex — a), d'où x — # ; ici, a = 4, gum < VE 
VERS c'est-à-dire zx — 9,6. 


L'ordonnée est trouvée en partant de l'équation de l’hyperbole : 
__— PPS TCCCNSS _— 
y=+ivr—16+ 2) (8) 16-4570. 


De cette façon, les conditions du problème sont vérifiées par deux 
points : 


(9,6; £V TS) et Ma (9,6; —<V T5). 


153. On donne deux points À (—1; 0) et B (2; 0). Soit M un 
point qui se déplace de façon que l’angle B du triangle AMB reste 
toujours deux fois plus grand que l’angle À. Trouver l'équation de 
la courbe décrite par le point M. 

Solution. En désignant par x et y les coordonnées du point 
M, exprimons tg B et tg À par les coordonnées des points À, B, M: 

ES __ _ÿ 
t&b— z—2  2—z) ps 

Suivant la condition imposée par le problème, on forme l’équ a- 
tion tg BP = ig 2A (étant donné que B — 24), ou tg B — EE - 
En portant dans cette égalité les expressions trouvées de tg B et tg À 
en fonction des coordonnées du point M, on aboutit à l'équation 


—__— 
y z+i 
2— x ! y2 
_ A+} 
En simplifiant par y (y 0) et en effectuant les réductions qui 
s'imposent, on trouve z° —+ — 1. La courbe cherchée est une 


hyperbole. 


154. Soit une hyperbole d’excentricité V2. Former l'équation 
la plus simple de cette hyperbole si l’on sait qu'elle passe par le 


point M (V3: V2). 
Solution. D'après la définition de l’excentricité, on peut 
écrire l'égalité == V2, ou c? — 24°. Mais c° — a? + b?, donc, 


a*® + D? = 2a°, ou a° = b°, ce qui signifie que l’hyperbole est équi- 
latère. 
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L'autre égalité est obtenue en utilisant la condition qui situe le 


32 5\2 
point M sur l'hyperbole, c'est-à-dire SE ER — 
M 
a? b2 
? — 1. De cette façon, l'équation de l'hyperbole cherchée est de la 
forme 


, ou 


9 
— 4, Vu que a° — b*, on obtient — — À, c'est-à-dire 


2 — y = 1. 
155. Former l'équation de l’hyperbole qui passe par le point 


M (9 ; 8) si ses asymptotes sont définies par les équations y = += V3, 
T2 y? 
Réponse. sg ar == À, 
156. Trouver l'équation de l’hyperbole dont les sommets et les 
foyers occupent respectivement les foyers et les sommets de l’ellipse 


FHÉ=t 
| EE 
Réponse. ae is 1. 
157. Soit une droite passant par le point M (0; —1) et par le 
sommet droit de l’hyperbole 3x? — 4y? — 12. Trouver le second 


point d'intersection de cette droite et de l’hyperbole donnée. 

Réponse. N (—4; —3). 

158. On donne l'hyperbole x? — y* = 8. Trouver l’ellipse homo- 
focale qui passe par le point M (4; 6). 

> x° y? 

Réponse. D LT TT. 

159. On donne l’ellipse 9x? + 25y° — 1. Ecrire l'équation de 
l'hyperbole équilatère homofocale. 

8 

160. L'angle des asymptotes d'une hyperbole est de 60°. Calculer 

l'excentricité de |? , HNDeE0/e 


VER 


161. Trouver sur la branche gauche de l’hyperbole = ns _. = À 


le point dont le rayon vecteur focal droit soit égal à 18. 
Réponse. M (—8; 0). 
162. Former l'équation de l’hyperbole d'excentricité 2 et dont 


Réponse. x? — y* — 


Réponse. e — 


2 2 
les foyers se confondent avec les foyers de l’ellipse + = 1 


9 
T* 
Réponse. — ——— 
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163. Trouver les rayons vecteurs de l’hyperbole sr 


aux points où elle rencontre le cercle x° + y* — 91. 

Réponse. 6; 14. 

164. Montrer que la longueur de la perpendiculaire abaissée 
du foyer sur l’une des asymptotes d’une hyperbole est égale à son 
demi-axe imaginaire. 

165. Montrer que le produit des distances de tout point de l’hy- 
perbole x° — y* — 1 à ses asymptotes est une grandeur constante. 

166. Trouver l'équation du lieu géométrique des points équidis- 
tants du cercle 2° + 4x + y? — 0 et du point A7 (2; O). 

y” 


Réponse. C'est la branche droite de l’hyperbole SE "1; 


&. Parabole. La parabole est le lieu géométrique des points équidistants 
d’un point donné, appelé foyer, et d’une droite donnée, appelée directrice. Si la 


directrice d'une parabole est représentée par la 


droite x = —E, tandis que son foyer se situe 
au point F (£ : 1) , alors son équation s'écrit 
L 


y° = 2pz. (1) 


Cette parabole est symétrique par rapport à l'axe 
des abscisses (voir fig. 43, où p > O). 
L'équation 


2 = 2py (2) 


définit une parabole symétrique par rapport Fig. 13 
à l’axe des ordonnées. Lorsque p > 0, les para- 
boles (1) et (2) sont An dans le sens positif de l’axe correspondant, 
alors que pour p < 0, elles sont dirigées dans le sens négatif. 
La longueur du rayon vecteur focal de la parabole y? = 2pzx est donnée par 


la formule r = x + < (p > 0). 


167. Former l'équation d’une parabole symétrique par rapport 
à l'axe Ox et ayant son sommet à l’origine des coordonnées si la 
longueur d'une certaine corde de cette parabole perpendiculaire à 
l'axe Ox est égale à 16, tandis que la distance de cette corde au som- 
met de la parabole est égale à 6. 

Solution. La longueur de la corde et sa distance au sommet 
de la parabole étant connues, il s'ensuit que les coordonnées de 
l'extrémité (point A7) de cette corde qui se situe sur la parabole sont 
aussi connues. L'équation de la parabole est de la forme y° = 2px. 


En y mettant x = 6, y — 8, on trouve 8° — 2p-6, d'où p=+. 
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9 
De cette façon, l'équation de la parabole cherchée s’écrit y° + zx. 


168. Former l'équation d’une parabole symétrique par rapport 
à l'axe Oy, ayant le sommet à l’origine des coordonnées et détermi- 
nant sur la bissectrice du I® et du IIIe quadrants une corde de lon- 
gueur 8 V2. 

Solution. L'équation cherchée de la parabole s'écrit x? — 
— 2py, tandis que l'équation de la bissectrice est y — x. Donc, les 
points d'intersection de la parabole avec la bissectrice seront 
O (0; 0) et M (2p; 2p). 

La longueur de la corde est déterminée comme la distance de 


deux points: 8 V2 — V 4p? + 4p°, d'où 2p = 8. Il en découle que 
l'équation de la parabole cherchée est de la forme 2° — 8y. 

169. Former l'équation la plus simple d'une parabole si l’on 
sait que son foyer se situe au point d'intersection de la droite 
Az — 3y — 4 — 0Oet de l’axe Oz. 

Réponse. y* — 4x. 

170. Trouver sur la parabole y? — 8x un point dont la distance 
à la directrice de cette parabole est égale à 4. 

Réponse. M, (2; 4), M, (2; —4). 

171. Former l'équation d’une parabole ayant son sommet à 
l’origine des coordonnées, symétrique par rapport à l’axe Ox et qui 


coupe sur la droite y — x une corde de longueur 4 V 2. 
Réponse. y? = 4x; y° — —4x. 
172. La parabole y* — 2x coupe sur la droite passant par l’origine 


. 3 ” ; 
des coordonnées une corde de longueur ER Former l'équation de 


cette droite. 

Réponse. y = +2 V 2x. 

173. Former l'équation la plus simple d'une parabole si sa corde, 
qui est perpendiculaire à l’axe de symétrie et qui divise en deux 
parties égales la distance comprise entre le foyer et le sommet de 
la parabole, est égale à 1. 

Réponse. y* — 2x. 

174. Trouver sur la parabole y® — 32zx le point dont la distance 
à la droite 4x + 3y + 10 = 0 est égale à 2. 

Réponse. M (0; 0), AT, (18; —24). 

175. Former l’équation d’une parabole symétrique par rapport 
à l’axe Ox, ayant le sommet à l’origine des coordonnées et passant 
par le point M (4; 2); déterminer l'angle & formé par le rayon vec- 
teur focal de ce point avec l’axe Ox. 

8 


Réponse. y® = x, tg a — - 
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$ 4. Transformation de coordonnées et réduction 
des équations des courbes du second degré 
(des coniques) 


1. Transformation de coordonnées. Lorsqu'on passe d’un système de coor- 
données r0y à un nouveau système z'O,y' (le sens des axes de coordonnées reste 
inchangé, tandis que l’origine des coordonnées change d'emplacement pour se 
situer en O, (a; b); voir fig. 14), les nouvelles coordonnées d’un certain point 
M du plan sont liées aux anciennes par les relations 


Le _ ne 
y=y"+ bd y =y—b. 


Le premier couple de formules sert à exprimer les anciennes coordonnées 
par les nouvelles, alors que le second couple exprime les nouvelles coordonnées 
par celles anciennes. 

Lors de la rotation des axes de coordonnées d’un certain angle & (l’origine 
des coordonnées reste inchangée, l'angle &« étant compté dans Île sens inverse 


Fig. 14 Fig. 15 


des aiguilles d’une montre; voir fig. 15), la dépendance entre les coordonnées 
anciennes (x; y) et celles nouvelles (x'; y’) est donnée par les formules: 
{ z—=zx COS a — y" sin &, { x! —=zxcos 4 y sin «, 
y=z" sin a+y cos & ; y'= —zsina+y cos œ. 


176. Les axes de coordonnées subissent un déplacement parallèle 
de façon que le nouvel emplacement de l’origine se situe au point 
O, (3; —4). On connaît les coordonnées anciennes du point M (7 ; 8). 
Déterminer les nouvelles coordonnées de ce même point. 

Solution. Ici 


a=3, b—=—4, x —=1, y —=8 


Etant donné que z' —x—a,y" — y — b, alors x' = 7 — 3 — 
= 4, y = 8 — (—4) — 12. 

177. On donne le point M (4 ; 3) situé dans le plan xOy. Le système 
de coordonnées est tourné autour de son origine de façon que le nou- 
vel axe Ox’ passe par le point M. Trouver les anciennes coordonnées 
d'un certain point À si l’on sait que ses nouvelles coordonnées sont 
Lo, VU 0: 


k—01673 
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Solution. Vu que OM = V & + 3 —5, on a sin a = + ; 
4 Le. | : 

COS & — T3 ainsi, on obtient les formules de transformation des 

coordonnées : 


4 3 
se —+ÿ" 
D... 4 
Y=Rz +. 
En mettant z' — y’ — 5, on trouve x = À, y = 7. 


178. Le système de coordonnées est tourné de l’angle « — _. à 


Trouver les nouvelles coordonnées du point M (V3; 3). 
Solution. En appliquant les formules correspondantes, on 
trouve : 


z'=V 3cos ++ 3 sin F=s += 
y = —V 3sin ++ 3-cos F= A SV V5. 


179. On donne le point M (3; 45) 
de nouveaux axes les droites 2x — 1 — O0 (axe O,y'), 2y — 5 = 0 
(axe O,zx'). Trouver les coordonnées du point M dans le nouveau 
système de coordonnées. 

Réponse. (3; 2). : : 

180. On donne le point M (4V 5; 2 V5). On prend en qualité 
de nouveaux axes les droites y — 2x (axe des abscisses) et y = — + x 
(axe des ordonnées) telles qu’elles forment des angles aigus avec les 
anciens axes correspondants. Trouver les coordonnées du point M 
dans le nouveau système. 

Réponse. (8; —6). 


2. Parabole y — Ax?+ Bx + Cet hyperbole y = 
y = Az + Bz+ C 


eut être mise sous forme de l'équation canonique d’une parabole par une trans- 
ormation de coordonnées, précisément, par le déplacement parallèle des axes 
avec l’utilisation des formules z = x’ + a, y = y’ + b (a et b sont les coor- 
données de la nouvelle origine, tandis que zx’ et y’ représentent les nouvelles 
coordonnées courantes). 

Une parabole définie par l'équation y = Az? + Bzx+ C admet comme 
axe de symétrie une droite parallèle à l’axe Oy (d'une façon analogue, l’équa- 
tion x — Ay? + By<+ C définit une parabole dont l’axe de symétrie est pa- 
rallèle à l’axe Or). 

La fonction homographique 


On prend en qualité 


kac +1 


. Une équation 
pz+a L 


_ kz +1 
pz+9 
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définit une hyperbole équilatère si kq — pl Æ0, p 0; en effectuant une 
transformation de coordonnées par déplacement parallèle des axes, on ramène 
cette équation à la forme canonique d’une hyperbole équilatère zxy = m admet- 
tant comme asymptotes les axes de coordonnées. Pour m > 0, les branches de 
l'hyperbole se situent dans le Ier et le IIIe quadrants, alors que pour m < 0, 
elles se trouvent dans le II® et le IVe. 


181. Mettre sous sa forme canonique l'équation de la parabole 
y = 92° — 6x + 2. 

Solution. Substituons à zx et à y respectivement x’ +a 
et y’ + b: 


y + b=9 (x + a}? — 6 (x + a) + 2, 


ou 
y" = 9"? + 6x" (3a — 1) + (9a° — 6a + 2 — b). 


Trouvons pour a et b des valeurs telles que le coefficient de x” 
et le terme connu s’annulent : 3a — 1 = 0, 9a? — 6a + 2 — b = 0, 


c'est-à-dire a — _ , b — 1. Donc, l'équation canonique de notre 
parabole est de la forme x’? — _ y’. Le sommet de la parabole se 
(351) et =. | 

Une autre méthode de résolution des problèmes de ce type con- 
siste dans la mise de l'équation y — 4x? + Bzx + C (ou x = Ay? + 
+ By + C) sous la forme (x — a)° — 2p (y — b) (respectivement, 
(y — b)* = 2p (x — a)]. Dans ce cas, le point O, (a; b) sera le 
sommet de la parabole, alors que le signe du paramètre p indiquera 
dans quel sens (positif ou négatif) de l’axe respectif (Oy ou Oz) est 
dirigée la parabole. 

Ainsi, l'équation y — 9r° — 6x + 2 peut s’écrire y — 


= 9 (#—< z++) — 1 + 2, ou encore y — 1 — 9 (a+), ou 


trouve au point O, 


3 
On voit à nouveau que le sommet de la parabole se situe au point 


finalement, (a+) =+ (y — 1). 


O, (+: 1), que son paramètre p — _. et que ses branches sont 
dirigées dans le sens positif de l’axe Oy. 
182. Mettre l'équation de l’hyperbole y — ne sous la forme 


x'y  — k. Trouver les équations des asymptotes de l’hyperbole dans 
l’ancien système de coordonnées. 

Solution. En translatant les axes de coordonnées, on écrit 
l'équation donnée comme suit: 


(y' + b) (2x + 2a — 1) = 4x° + 4a +5, 
4% 


it 
WW 
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ou 


2x'y" + (2b — 4) x° + (2a — 1) y" — 4a + b — 2ab +5. 


Trouvons a et b à partir des relations 2b — 4 — 0, 2a — 1 — 0, 


Donc, a — _. b — 2. Alors l'équation de l’hyperbole LS le 


nouveau système de coordonnées prendra la forme z'y = --. Les 
nouveaux axes de coordonnées sont les asymptotes de ble. 


à à 1 
donc leurs équations sont z° = — , y — 2. 


Une autre méthode de résolution de ce type de problèmes réside 
kx +l 
Pr +4 
X (y — b) = m; le centre de l’hyperbole se trouve au point O, (a; b); 
ses asymptotes sont représentées par les droites x — a et y — b, 
alors que le signe de m définit toujours dans quels angles formés par 
asymptotes sont disposées les branches de l’hyperbole. 

Etant donné que l'équation y — 


dans la mise de l'équation y = sous la forme (x — a) X 


peut s’écrire 2 (z —+) X 


Xy—A(z-5+7) = 0. ou (2x — 1) y — (4x +5) = 0, c'est- 
à-dire 2 2(z —+)G — 2) = 7. De cette façon, l' RE de l’hy- 
perbole est ramenée à la forme (z — 5) (y — 2) = _ , Son centre 


se situe au point O, (5 : 2), tandis que ses branches se trouvent dans 
le Ie et le III quadrants, élant comprises entre les asymptotes 
1 
z—= O0, y—2—=0,. 
183. Mettre sous leurs formes canoniques les équations des para- 


boles suivantes: a) y = 4x — 2x°; b) y — —2* + 2x + 2; c) x — 
= hf + y; dr = +äy+s 


Réponse. a) O;(1; 2), p:- 7; LT y": b) O, (1; 3), 
1 19 ’ 1 ; 
PE 5 L'—=—Y; c) (is): PT ; YŸ=—Tx ; 


d) Oi(1; —2), P=+ s y2=x". 


184. Mettre les SUPRORE des hyperboles ci-dessous sous la forme 


” 2x - 3 10x + 2 4x -+ 3 
Ty —=Mm: a) y= > —— ; b) ram ETS; ©) y— Rs d'y. 


Réponse. à) nt: b) Part c) z'y' — +; d) x'y =. 
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3. Equation à cinq termes d’une courbe dæ: deuxième degré. L'’équation 
du sec ond degré du type 


Az + Cy? + 2Dr + 2Ey +F=0 


(on remarque l'absence du terme contenant le produit des coordonnées zxy) 
est appelée équation à cinq termes d'une courbe du deuxième degré. Elle définit 
dans le plan x0Oy une ellipse, une hyperbole ou une parabole (la décomposition: 
et la dégénération de ces courbes sont possibles) dont les axes de symétrie sont 
parallèles aux axes de coordonnées en fonction du signe du produit des coeffi- 
cients À et C. 

1. Si AC > 0, la courbe définie par cette équation sera une ellipse (réelle, 
imaginaire ou dégénérée en un point); si À — C, l’ellipse se transforme en 
cercle. 

2. Si AC < 0, la courbe correspondante sera une hyperbole qui peut dégé- 
nérer en deux droites concourantes dans le cas où le premier membre de l’équa- 
tion se décompose en le produit de deux facteurs linéaires: 


Az? + Cy? + 2Dzx + 2Ey + F = (az + byy + 03) (aor + boy + co). 

3. Si AC = 0 (c'est-à-dire si À — 0, C Æ 0, ou si C — 0, À 0), l’équa- 
tion définit une parabole qui peut dégénérer en deux droites parallèles (réelles 
distinctes, réelles confondues ou imaginaires) dans le cas où le premier membre 
ne contient pas de terme en y ou en zx (c’est-à-dire si l'équation est de la forme 
Az + 2Dr + F —=0, ou Cy° + 2Ey + F = 0). 

Il est aisé de déterminer le type de la courbe et son emplacement dans le 
pu en mettant l'équation sous la forme À (x — x9)? +- C (y — yo) = f (dans 
e cas où AC >> 0 ou AC < 0); le type d’équation obtenu permet aussi de juger 
de la décomposition ou de la dégénération de l’ellipse ou de l’hyperbole. 

Si les courbes ne sont pas dégénérées, l'équation obtenue de l’ellipse ou 
de l’hyperbole peut être mise sous la forme canonique en déplaçant l’origine 
des coordonnées au point ©, (x0; ÿo). 

Le cas où AC — 0 a été examiné en détail au paragraphe précédent, car 
l'équation de la parabole non dégénérée peut, dans ce cas, s'écrire y — ar? + 
+ biz “+ c, où x = ay? “+ biy + c1. 


185. Quelle est la ligne définie par l'équation 4x° + 9y? — 8x — 
— 36y + 4 — 0? 
Solution. Transformons cette équation de la façon suivante : 
4 (x° — 2x) + 9 (y — 4y) = —4, 
4 (x — 2x +1 — 1) +9 (y? — 4y + 4 — 4) — —4, 
4 (x — 1} +9 (y — 2} = —4 + 4 + 36, 
4 (x — 1} + 9 (y — 2)* = 36. 


Déplaçons les axes de coordonnées de façon qu'ils restent parallè- 
les à eux-mêmes et prenons en qualité de nouvelle origine le point 


- PURE les formules de transformation des coordonnées 
z=z +AÀ, y — y + 2. 

L'équation de la courbe par rapport aux nouveaux axes s’écrira 

4x"? + 9y'? = 36, ou 2 +17 — 1. On voit donc que la courbe 

donnée est une ellipse. 
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186. Quelle est la ligne définie par l'équation 2° — 9y° + 2x + 
+ 36y — 44 = 0? 
Solution. Transformons cette équation comme suit: 
(x? + 2x + 1 — 1) — 9 (y? — 4y + 4 — 4) = 44, 
(x + 1)? — 9 (y — 2) = 44 + 1 — 36, (x + 1}* — 9 (y — 2} = 9. 
Effectuons une translation des axes de coordonnées et prenons 


comme nouvelle origine le point O0’ (—1; 2). D'après les formules de 
transformation des coordonnées, on a 


z=x —1À, y—=y +2, 
et l’équation s'écrira 
x'?—9y'2=9, ou 1 y = : 
La courbe en question est une hyperbole dont les asymptotes par 
rapport aux nouveaux axes de coordonnées sont les droites y” = 
+ _ “rh 
Trouver les courbes défines par les équations données ci-après. 


Construire les courbes trouvées. 
187. 36x27? + 36y° — 36x — 24y — 23 = 0. 


Réponse. Le cercle (22) +(y +)" =1. 


2 
188. 1622 + 25y2 — 32x + 50y — 359 — 0. 
Réponse. L'ellipse . e — 1; la nouvelle origine O'(1; —1). 


1 4 2 
189. T—-gY—-z+ey—-1-0. 


Réponse. L'hyperbole un — 1 = 1 ; la nouvelle origine O"(2; 3). 
190. 2? + 4y? — 4x — 8y + 8 = 0. 
Réponse. Le point O°(2; 1). 


191. x° + 4y° + 8y + 5 = 0. 

Réponse. L’ellipse imaginaire + mi; r'=4t y =y+i. 
192. 2° — y — 6x + 10 = 0. 

Réponse. L'hyperbole y’? — x’? — 1 ; la nouvelle origine O" (3; 0). 
193. 22° — 4x + 2y — 3 —0. 

Réponse. La parabole x'? — —y' ; la nouvelle origine o'(1 | +). 
194. 2° — Gr + 8 — 0. 

Réponse. Deux droites x = 2 et x — 4 parallèles à l'axe des 

ordonnées. 
195. x? + 2x + 5 = 0. 


Réponse. Des droites imaginaires. 
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4. Mise sous forme canonique de l’équation générale d’une courbe du second 
degré. Si une courbe du second degré est donnée par l'équation 


Az? + 2Bzy + Cy? + 2Dx + 2Ey +F = 0, 


en appliquant les formules de transformation des coordonnées par rotation 
des axes x — zx’ cos à — y’ sin &æ, y —= x’ sin œ—+ y’ cos « et en choisissant 
convenablement la valeur de «, il faut se débarrasser du terme contenant le 
produit des coordonnées. 

Les transformations suivantes ont été examinées précédemment. 

Le cas de la décomposition d’une courbe du second degré en deux droites 
peut être établi sans difficulté d’après l'équation de départ, en procédant comme 
suit : on considère l'équation comme une équation quadratique en y (on suppose 
différent de zéro le coefficient de y?) et on la résout par rapport à cette variable; 
si, dans ce cas, l'expression sous le signe du radical est un carré parfait d’un 
certain binôme ax + b, on peut extraire la racine pour trouver deux valeurs 
de y: yr = kit + bi3 yrx = kex + b2, ce qui montre que la courbe se décom- 
pose en deux droites. 

L'équation donnée peut aussi être résolue par rapport à x. Si, dans l’équa- 
tion générale d’une courbe du second degré, À = C = O0 (il est évident que 


; | os . B 2E 
B =£ 0), cette équation définit un couple de droites si, et seulement si, D=F: 
Dans ce cas, le premier membre de l'équation se décompose en facteurs liné- 
aires. 


196. Montrer que l'équation 9x? + 24xy + 16y? — 25 = 0 dé- 
finit un ensemble de deux droites. 

Solution. Ecrivons l'équation sous la forme (3x + 4y)° — 
— 25 — 0. En décomposant le premier membre en facteurs, on 
obtient (3x + 4y + 5) (3x + 4y — 5) = 0. 

On voit ainsi que l'équation donnée définit les droites 


3x + 4y +5 —=0 et 3x + 4y — 5 = 0. 


197. Montrer que l’équation 3x? — 8xzy — 3y? — 14xr — 2y + 8 — 
— 0 définit l’ensemble de deux droites. 
Solution. Ecrivons l'équation comme suit 


8y® — 2 (4x — 1) y — (3x° — 14x + 8) = 0. 
Résolvons cette équation par rapport à y: 


_— 4z—1 + V/(47—1)2+ (9x2 — 427 + 24) 


J 
ou 
__4z—1 + (5:—5) 
= 
nl 
On obtient les équations des droites y = 3x — 2 et y = us) 


Ces équations peuvent s’écrire 3x — y — 2 — 0, x + 3y —4 = 0, 
198. Quelle est la ligne définie par l’équation xy + 2x — 4y — 
— 8 — 0? 
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Solution. Ecrivons l'équation donnée sous la forme 
z(y+ 2) —4A(y + 2), ou (x — 4) (y + 2) = 0. De cette façon, 
on voit que l’équation définit deux droites x — 4 = 0Oety+2—0 
dont l’une est parallèle à l’axe Ox, alors que l’autre l’est à l’axe Oy. 

199. Mettre sous forme canonique l'équation 


O1? + 4xy + 8y° + 8x + 14y + 5 = 0. 
Solution. 1) Transformons cette équation à l’aide des for- 


mules de transformation des coordonnées par rotation des axes: 
zx =zx cosa — y'sina, y —=zx sina<+y'cosa. On a 


5 (x’ cos &« — y’ sin a)? + 4 (x’ cos « — y'sin a) X 
X (x’ sin & + y’ cos &) + 8 (x’ sin à + y’ cos a)° + 
+ 8 (x° cos « — y’ sin a) + 14 (x’ sin &« + y” cos à) + 5 = 0, 


ou 
(5 cos? « + 4 sin &«-cos « + 8 sin? &) z'? + 
+ (5 sin? « — 4 sin a -cos a -{- 8 cos? &) y'?+ 
+ [6 sin «-cos « + 4 (cos? & — sin? &)] x'y' + 
+ (8 cos « + 14 sin &) x' + 14 (cos & — 8 sin &) y’ + 5 == 0. 


Trouvons & de la relation 4 (cos? & — sin? &«) + 6 sin &-cos &« — 
— 0, ce qui signifie que l’on égale à zéro le coefficient de x’y’. On 
obtient l'équation 2tga — 3tgaæœ—2—0. D'où tg a = 2, 
On remarque que les valeurs trouvées de tg &« correspondent à 
deux directions réciproquement perpendiculaires. C’est pourquoi, 


en mettant ig a — . , on ne fait que changer de rôle aux axes 
x' et y. | 

Soit tg &« — 2, alors sin a — + TE" Cos & —= + — Si l'on 
Dee les valeurs positives de sin & et cos «&, l'équation prend la 
orme 


’ ’ 36 ’ _ ’ 
ce D EL +9 —0, 


ou 


9(2°+— z')+4 (y? TE y') = — 5. 


5 
2) Complétons les expressions entre parenthèses pour obtenir 
des carrés parfaits : 


9 (2 + 7e L 


HA) = 555 
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ou 
’ 2 \2 , 1 \: 
SR a RE 
9 (x : 7) -4 (y 17) Z 
En prenant en qualité de nouvelle origine le point O' 75; 3) 
et en appliquant les formules de transformation des coordonnées. 


’ "” 2 ’ " { 
TZ — T + et, —— + — : 
V5 . d 45 


on obtient 


0x”? + 4y"? == . . 


ou 
x"? y"? … 1 
1/4 9/16 


(c'est l'équation d’une ellipse). 
200. Mettre sous sa forme canonique l'équation 
Gry + 8y? — 12x — 26y + 11 = 0. 
Solution.lIci, A=0,B—3,C —4, D — —6, E — —13, 
F = 11. | 
1) Transformons cette équation en appliquant les formules de 
transformation lors de la rotation des axes de coordonnées x = 
= x CoOSaX —y'sina, y — zx sin + y’ cos a. On obtient 
G (x” cos &« — y’ sin &) (x’ sin &æ + y” cos a) + 
+ 8 (x” sin &« + y’ cos a)* — 12 (x° cos &« — y’ sin &«) — 
— 26 (x° sin &« + y’ cos a) + 11 = 0, 
ou 
(G sin «-cos &« + 8 sin° &) x’? + 
+ (8 cos* « — 6 sin &«-cos à) y’? + 
+ [16 sin œ-cos « + 6 (cos? « — sin? &)] z'y" — 
— (12 cos « + 26 sin «) x’ — (26 cos « — 12 sin «) y + 11 = 0. 
En égalant à zéro le coefficient de x'y’, on a 16 sin &-cos &« + 
+ 6 (cos &« — sin* &«) = 0, ou 3 tg «x — 8 tg a — 3 = 0. 
D'ici on tire tga, = 3, tg as = =: posons tg « = 3, alors 


| 3 { us 
sin &œ — +7 COS &« = + TR Prenons les valeurs positives 


de sin &« et cos &«. Alors l'équation devient 


922 y'2—9V 10x' + 10y’ +11—0, 


ou 
9 (x'? — 10x') — (y? — 10y') — —11. 
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2) Complétons les expressions entre parenthèses de façon à 
obtenir des carrés parfaits : 


ou 
, VON [, Vo. 
(eV) (7-5) 
En prenant comme nouvelle origine le point O' ia V1) et 


en appliquant les formules de transformation des coordonnées 
Z =%X" a y = y" + Le on obtient 
Oz"? — y"? = 9, 


‘OÙ 


{c'est l'équation d'une hyperbole). 
201. Mettre sous sa forme canonique l'équation 


2? — Qxy + y? — 10x — Gy + 25 = 0. 
Solution. 1) Transformons cette équation en effectuant une 
rotation des axes de coordonnées: x — x’ cos 4 — y’'sina, y = 
— x’ sin @ + y’ cos a. On obtient 
(z’ cos « — y’ sin &«)? — 2(x' cos « — y’ sin &) (x’ sin &« + y’ cos&) + 
+ (x sin &« + y’ cos «&)? — 10 (x° cos &« — y’ sin «) — 
— 6 (x’ sin &« + y’ cos «) + 25 = 0, 
ou 
(cos? & — 2 sin «-cos &« + sin? a) z'? + 
+ (sin? &« + 2 sin &-cos &« + cos? a) y’? + 
+ 2 (sin? & — cos* a) z'y" — 
— (10 cos « + 6 sin &) x' + 
+ (10 sin « — 6 cos «) y + 25 = 0. 


En égalant ë à zéro le coefficient de z'y’, on a 2 (sin° & — cos” &«) — 


— 0, d’où tg?° « = 1, c'est-à-dire ga =, gas = —1. Prenons 
Î 
t = À, alors à = Ÿ et sin a = 2e, COS a =. et l'équation 
ga z V2 VE q 


prend la forme 


2y"? — 8V 2x + 2 V 2y' + 25 = 0, 
— V2y) —8V 2x + 25 — 


ou 
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2) Complétons les expressions entre parenthèses pour obtenir 
des carrés parfaits: 


2 (y +2) 28/3 24, 


(+) as (ee) 


En prenant comme nouvelle origine le point O' (= 


=: —Vi) et en 
V2 
sRpAAUAN les formules de transformation des coordonnées x — 


"” 


host, nr EE V2 
z TE y y FES on a 
2 = 4 V9x" 


(c'est l'équation d'une parabole). 

Montrer que les équations ci-après définissent des courbes qui se 
décomposent en deux droites et trouver les équations de ces droites. 

202. 25x° + 10xy + y? — 1 = 0. 

Réponse. L'ensemble de deux droites parallèles 5x + y + 1 = 0 
et 5x + y — 1 = 0. 

203. x° + 2xy + y* + 2x + 2y — 1 — 0. 

Réponse. L'ensemble de deux droites confondues x + y + 1 = (0. 

204. 82° — 18zy + 9y° + 2x — 1 = 0. 

Réponse. L'ensemble de deux droites concourantes 2x7 — 3y + 
+ 1 = 0, 4x — 3y — 1 —0 

Mettre sous leur forme canonique les équations des courbes ci-après. 

205. 14x° - 24xy + 21y° — 4x + 18y — 139 = 0 


Réponse. ns + EE 1 
206. 4xy + 3y° . 16x + 12y — 36 = 0. 


Réponse. ai A. 
207. 9xr° — 24xy + Cu — 20x + 110y — 50 = 0. 
2x” 


Réponse. y"? — — 


$ 5. Déterminants d’ordre 2 et 3 et systèmes 
d'équations linéaires à deux et trois inconnues 


1. Déterminant d'ordre 2. On appelle déterminant d'ordre 2 du tableau 
d'éléments 
en) 
(D) bo / 


Le nombre a;b2 — a2b,. Un déterminant d'ordre 2 se représente 


ai 4 
Go bo ; 
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De cette façon, 
ai bi 


= a1bo — Gob1. 
do bo 102 2v1 


Soit un système de deux équations linéaires à deux inconnues 
Ce. 
aox + bay = Co, 


si son déterminant D — 0, ce système n’a qu’une seule solutiom 


donnée par les formules 


Ci b ai C1 

_ 162 bo : Go Co 
SE a! b: ? JT a; bi 
a> bo do Do 


(formules de Cramer). 
Si le déterminant D -= 0, le système est soit incompatible (lorsque 


Ai C1 


n 0) , Soit indéterminé (lorsque D, = 


e e e e. e. Q Ld » Ld Q a b C 
La condition d’incompatibilité du système peut s’écrire Fa nr PE =; 
9 9 9 


tandis que celle d’indétermination est ER ART 
az Ds C2 


Une équation linéaire est appelée homogène si son terme constant est nul. 
Examinons un systèmo de deux équations linéaires homogènes à trois 
inconnues : 
{ ayz+biy+cyz 0, 
dot -- boy -+ coz = 0. 


e C « LA e « # Li 
1) Si RER: le système se réduit à une seule équation (par exem- 
. 9 D] . 


ple, à la première) qui permet d'exprimer l’une des inconnues à l’aide des deux 
autres dont les valeurs restent arbitraires. 


: de À b c ; : « 
2) Si la condition == n=— n’est pas remplie, les solutions du système 
sont données par les formules 
b1 c b 
: 1 C1 t : Ra ESS Ci ai ile, 
bo Co do Co &o Do 


où { peut prendre n'importe quelle valeur. Ces solutions peuvent être mises 
sous forme de proportion 
z _ y » 2 
by cl Je ci] a tb 
D Co do C2 aa Da 
Lorsque les solutions ont la forme ci-dessus, il faut se rappeler que si l’un des 


dénominateurs s’annule, le numérateur correspondant doit aussi être égalé 
à zéro. 


= |. 
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208. Résoudre le système d'équations 
(a+ b)z—(a—b)y—4ab, 
(a—b)z+(a+b)y=2(a?—b?). 


Solution. On trouve le déterminant du système et ceux 
figurant aux numérateurs des formules de Cramer : 


a+b —(a—b) 
D ais (= ++ (ab =2 (a+), 
D = sai LL r. — 4a°b + 4ab? + 2a% — Da?b — 
*—|2(a2—4?) a+b 
— 2ab? L 2h — 2 (a° + ab + ab? + L*) — 2 (a? + b?) (a + b). 
D a+ 4ab ” x ; - 
PS Ce a + 2a?b — 2ab? — 2bÿ — 


— 4a?b + 4ab? = 2 (a — ab + ab? — D) — 2 (a? + b?) (a — b). 
D'où l’on a 


Dx 


Dy 
D-=4+b, ES 


HE — 


209. Résoudre le système d'équations linéaires homogènes 
St + 4y +5z—0, 
xz+2y—3z—=0. 


Solution. En appliquant les formules mentionnées plus 
haut, on trouve 


4 5 
æ=|) _gft= 22 
3 5 
= || . t— 14t, 
4 
2=|, : = 21; 


où l’on peut donner à t{ n'importe quelle valeur. 
210. Résoudre le système d'équations 
OX — 3y = À, 
zx + 11y = 6. 
1 


Réponse. x — à y= +. 
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211. Résoudre le système d’équations 


2xty=+, 


Réponse. Le système est impossible (il n’a pas de solutions)- 
212. Résoudre le système d'équations 


ax — by = a? + L?, 
bx + ay — a? + b2. 


Réponse. z=a+b, y = a — b. 
213. Résoudre le système d'équations 


3r+ 2y=—, 
Or + 6y = +. 
Réponse. Le système est indéterminé, car il possède une infinité 
de solutions: zx reste arbitraire, alors que y = 5 — ; zx. 
214. Résoudre le système d'équations homogènes 
xz—2y+2z—0, 
3x — 5y + 2z—0. 


Réponse. xz=y—1—=t. 
215. Résoudre le système d'équations 


Z:COS & — y Sin & = COS 24, 
x sin & + y cos a — sin 2. 


Réponse. x = cos a, y = sin @. 
216. Résoudre le système d'équations homogènes 


ax—2(a2+b?)y+bz=0, 
2x + 2y — 32— 0. 
Réponse. x = 2t, y =1t, z = 2t. 


2. Déterminants d’ordre 3 et systèmes d’équations linéaires. Le déterminant 
d'ordre 3 correspondant au tableau d'éléments 


ay 1 C4 
ao ba Co |, 
az b3 C3 


est déterminé par l'égalité 


ay bd c 

1 à 1 . bo Co Go Co (0) bo 
fe V2 C4 bà c é ds C3 re a3 bs ° 
ag ba C3 3 ‘3 3 
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On appelle mineur d’un élément donné d’un déterminant d'ordre 3 le déter- 
minant d'ordre 2 obtenu en supprimant dans le déterminant initial la ligne 
et la colonne qui contiennent l'élément donné. On appelle cofacteur de l’élé- 
ment donné son mineur multiplié par (—1)}, où k représente la somme des numé- 
ros de la ligne et de la colonne contenant l'élément en question. 

Ainsi, le signe dont il faut affecter le mineur de l'élément correspondant. 
du déterminant est donné par le tableau ci-dessous 


+ — + 
— + — 
+ — + 


En examinant l'égalité mentionnée ci-avant, qui exprime un déterminant 
d'ordre 3, on voit que son deuxième membre représente la somme de produits 
des éléments de sa première ligne par leurs cofacteurs. 

Le théorème général qui suit est vérifié: un déterminant d'ordre 3 est égal 
à la somme de produits des éléments de n'importe quelle de ses lignes ou colonnes 
par leurs cofacteurs. Ce théorème permet de calculer la valeur du déterminant 
en le développant par rapport aux éléments de l’une de seslignes ou colonnes. 

Remarquons que la somme de produits des éléments figurant dans une ligne 
quelconque par les cofacteurs des éléments d'une autre ligne parallèle à la ligne 
initiale est toujours nulle. 

Enumérons les principales propriétés des déterminants d'ordres 2 et 3. 

1) Un déterminant reste invariable si ses lignes sont remplacées par ses colonnes 
et ses colonnes par les lignes correspondantes. 

2) Le facteur commun des éléments d'une ligne (ou d'une colonne) quelconque 
peut être mis en facteur (par rapport au déterminant). 

3) Si les éléments d'une ligne (ou d'une colonne) d’un déterminant sont res- 
pectivement égaur aux éléments d'une autre ligne (ou d’une autre colonne) de ce 
déterminant, le déterminant est nul. 

4) La transposition de deux lignes (ou de deux colonnes) d’un déterminant 
entraîne le remplacement de ce déterminant par son opposé. 

9) Un déterminant reste invariable si l’on ajoute aux éléments de l'une de 
ses lignes (ou de ses colonnes) les éléments correspondants d'une autre ligne (ou 
d'une autre colonne) multipliés par le même nombre (théorème de la combinaison 
linéaire des lignes parallèles d’un déterminant). 

La solution d’un système de trois équations à trois inconnues 


az + biyLoyz = di, 

Got + boy + coz = do, 

az “+ bay + caz = d3 
est trouvée par les formules de Cramer 


Du su — 2 
D D D 
où 
ay Db1 oc: di b4 ci 
D — a) bo Co ‘ D, = do ba Ca , 
a3 D3 cs d3 b3 cs 
ai di C1 &i bs di 
Dy==|a2 da co|, D;=|a2 ba do. 
a3 da C3 a3 D; d3 


.__. Dans ce cas, l'on suppose D =£ 0. (Si D = 0, le système de départ est soit 
indéterminé, soit incompatible.) 
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Si le système est homogène, c’est-à-dire s’il est de la forme 

ar + by cz =0, 

{a + bay + coz 0, 

a3z + bay + c32 = 0, 

et 

ai bi C! 
€s Do Co 
a3 b3 C3 


il a une solution unique x = 0, y — 0, 5: = 0. 
Si le déterminant d'un système homogène 
ai bi oc 
do bo Co 
a3 3 C3 


=0, 


ce système se ramène soit àdeux équations'indépendantes (la troisième équation 
étant dépendante), soit à une seule équation (les deux autres étant des équations 
dépendantes). Le premier cas se rencontre lorsque parmi les mineurs du déter- 
minant du système homogène un au moins est différent de zéro; le deuxième 
cas se présente lorsque tous les mineurs de ce déterminant sont nuls. 


Dans les deux cas (cf. p. 1), le système homogène aura une infinité de solu- 
tions. 


217. Calculer le déterminant d'ordre 3 


b::3 2 
—1 2 41. 
7 3 6 
Solution. On a 
5:59: .2 
2 4 = 4 —12 
12415 |3 +2 = 
7136 3 6 7 6 7 3 


—5.0—3(—34)+2(—17) 68. 


ci, on a utilisé le développement du déterminant par rapport aux 
éléments de sa première ligne. 

218. Calculer le déterminant du problème 217 en appliquant le 
théorème de la combinaison linéaire des éléments des lignes (des 
colonnes) d’un déterminant. 

Solution. Ajoutons aux éléments de la première ligne les 
éléments correspondants de la deuxième ligne multipliés par 5, et 
aux éléments de la troisième ligne les éléments correspondants de la 
deuxième ligne multipliés par 7: 


9 3 2 0 13 22 
—1 2 4]=|—1 2 4|. 
73 6 0 17 34 
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En développant le déterminant par rapport aux éléments de la 
première colonne, on obtient 


0 13 22 
2 13 22 13 22 
—41 3 4 05 y ‘|A | +0] = 
U 4 
0 17 34 17 34 17 34 2 4 
— 13.34— 17.22 — 68. 
219. Résoudre le système d'équations 
r+2y+z=8, 
8x + 2y +z— 10, 
4x + 3y—2z—=4. 
Solution. Ona 
8 2 1 
102 1 1 10 2 
482 © 15 - 1-24 alt] 21+4[ à à 43l 1: 
7 [12 1 3 14 7? 
52 4! sol? —olttlas 
4 3 —2 
1 8 : 
3 10 10 3 1 3 10 
4 L _ | _2l- sl o[+1f à 41 28 _o 
CE ES " D 
12 8 
3 2 10 2 10 3 10 
et 4 ts 1214 a[+8l4 à |_& a 


220. Résoudre le système d'équations linéaires homogènes 


4x+y+z=0, 
russe 
xz+y+2z=0. 


Solution. Ici, 
411 
D — Â 3 6 | e 
4112 


Ajoutons aux éléments de la première ligne ceux de la troisième mul- 
tipliés par —4, et aux éléments de la deuxième ligne ceux de la 


5—01673 
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troisième multipliés par —1: 


03 —7 
D=|0 2 —1 1] x ME 
4 1 2 5 


Etant donné que D =£ 0, la solution du système est nulle x = y = 
= 30, 


221. Résoudre le système d'équations 


3x + 2y—z—0, 
x + 2y +9z=0, 
z+y+2z=0. 
Solution. On a 
3 2 —1À 
D=|\1 2 slt tale soie 
11 9 4 2 4 2 14 1 


Il s'ensuit que les solutions du système sont différentes de zéro. 
On résout d'abord le système formé par les deux premières équations 
(la troisième équation est une équation dépendante des deux pre- 
mières) : 


Sz + 2y—z—=0, 
xz+2y+9z—0. 
D'ici, on al 
2 —1 3 —1 3 2 
z=|,  glt=2, y=—|, n = —28, 2=|, [= 
222. Calculer le déterminant 
14 2 —1 
3 7  2|, 
2 3 —7 
en le développant par rapport aux éléments de sa troisième ligne. 
Réponse. 0. 
223. Calculer le déterminant 
11 1 
23 4|, 
4 9 16 


en appliquant le théorème de la combinaison linéaire des lignes (des 
colonnes). 
Réponse. 2. 
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224. Calculer le déterminant 

2 10 4 
2 a+3 b+a4 
2c+3 d+4 


Réponse. 2 (ad — bc). 
225. Résoudre le système d’équations 


5x—y—2z—0, 
x + 2y + 3z — 14, 
4x + 3y + 2z = 16. 


Réponse. x = 1, y — 2, z = 3. 
226. Résoudre le système d'équations 


x + 3y—62— 12, 
ietarrien 10 
2x + 5y—3z— 6. 
Réponse. x = 0, y—=0, z — —2. 


227. Résoudre le système d'équations 
—9z+y+z=0, 
z—6y+z=0, 
z+y—12=0, 
Réponse. x = 0, y—=0, z = 0. 
228. Résoudre le système d'équations 
z+y+z=0, 
3x + 6Gy +-5z:= 0, 
z+4y+3z—=0. 
Réponse. x —=1t, y — 2t, z — —31. 
229. Résoudre le système d'équations 
ax + by <+cz=a—b, 
bxz+cy+az—b—c, 
cx+ay—+bz—c—a, 
si ak+b+tcÆ(. 
Réponse. x = 1, y — —1, z = 0. 
230. Résoudre le système d'équations 
ar+by+(a+b)z=0, 
br+ay+(a+b)z=0, 
z+y+2z=0. 


Réponse. x=t, y =t, z — —t. 
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CHAPITRE II 


ALGEBRE VECTORIELLE 


$ 1. Coordonnées rectangulaires dans l’espace. 
Problèmes fondamentaux 


Si l’on donne dans l’espace un système de coordonnées cartésiennes Ozxyz, 
un certain point M de cet espace de coordonnées x (abscisse), y (ordonnée), 
z (cote) se note M (x; y; 2). 

La distance des deux points À (x1; y1; z1) et B (re; y: z2) est donnée par 
la formule 


d= Von) + (ue) +22). 
En particulicr, la distance d'un point M (x; y; z) à l'origine des coordon- 
nées O est calculée d’après la formule 
=Vr+p+2. 


Si le segment compris entre les points À (215 Vis 21) et B' (to; Ya5 22) 
est divisé par un point C (zx; y; =) dans le rapport À (cf. ch. I, $ 1), les coor- 
données du point M peuvent être déterminées par les formules 


= _ 1 + te | e y1-+ Aya é — 21 + 29 
TT AEX 1HX Er * 


. En particulier, les coordonnées du point milieu du segment AB sont données 
par Îles formules 


231. On donne les points M,(2; 4; —2)etM,(—2; 4; 2). Trou- 
ver sur la droite M,M, un point M divisant le segment M,M, dans 
le rapport À = 3. | 

Solution. Appliquons les formules de division d’un segment 
dans un rapport donné: . 


pus zi+ À ro +852 _ _4 
MOOOOAHR 143 ” 


Donc, le point cherché est le point M(—1; 4; 1). 
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232. On' donne le triangle À (1; 1; 1), B(5; 1; —2), C(7;:9; 1). 
Trouver les coordonnées du point D où la bissectrice de l'angle À 
coupe le côté CB. 

Solution. Trouvons d'abord les longueurs des côtés du tri- 
angle qui forment l'angle À: 


AC=V Go ra + eva) + Ga = 
=V(T—1Y +(9—1Y + (1—1ÿ = 10. 
AB =V (&5 — La} + (Yn— Ya) + (25 —24) — 
=VE—-TP+A-TP+(—-2—1=5. 
Donc, Se = = — 2, car la bissectrice divise le côté CB en par- 


ties proportionuelles aux côtés adjacents. 
De cette façon, 


FD TR 12 3: 
yc+Ays __9+2-1 __ 11 
JDE ER — 1452 — 3 
2c+ MB _1+2(—2) 1 
DORA — AS ' 
et le point cherché est le point D (3: +: —1). 


233. Trouver sur l’ . Ox un point équidistant des points À (2; 
—4; 5) et B (—3; | 

Solution. Soit w le point cherché. Il doit vérifier l’égali- 
té AM = MB. Etant donné que ce point se situe sur l'axe Oz, ses 
coordonnées seront (x; 0; 0), donc 


AM=VG—2 +4) +5, MB=V (+3) +2 ET. 


Après l'élévation au carré, on a 


(œ — 2 + 44 = (+ 8) + 58, 


10x = —17, c'est-à-dire x — —1,7. 

De cette façon, le point cherché est M (—1,7; 0; 0). 

234. On donne les points À (3; 3; 3) et B(— 1; 9; 7). 

Trouver les coordonnées des points C et D divisant le segment AB 
en trois parties égales. 

Réponse. C(5/3; 11/3; 13/3), ue 13/3; 17/3). 

235. On donne le triangle A(1; 2; 3), B(7;10;3),C(—1;3;1). 
Montrer que l'angle À est obtus. 

236. Trouver les coordonnées du barycentre du triangle À (2; 3; 
4), B(3; 1; 2), C(4; —1; 3). 

Réponse. M(3; 1; 3). 


ou 


70 ALGEBRE VECTORIELLE [CH. II 
LR RERO 


237. Trouver le rapport dans lequel le point M équidistant des 
points À (3; 1; 4) et B(—4;5; 3) divise le segment OC de l’axe Oy, 
si l’on sait que © se confond avec l'origine des coordonnées et que 
C(0; 6; O). 

Réponse. En deux parties égales. 

238. Trouver sur l'axe Oz un point équidistant des points 
M,(2; 43: 4) et M,(—3; 2; 5). 

Réponse. M(0; 0; 17/8). 

239. Trouver dans le plan xOy un point équidistant des points 
A(; —1; 5), BG; 4; 4), C(4; 6; 1). 

Réponse. M(16; —5; O). 


$ 2. Vecteurs. Opérations élémentaires 
sur les vecteurs 


Un vecteur libre a (c’est-à-dire un vecteur qui, tout en conservant sa lon- 
ueur et sa direction, peut être déplacé en n’importe quel point de l’espace) 
donné dans l’espace de coordonnées Ozxyz peut être présenté sous la forme 
= a.i+ a,j+ a,k. 

Une telle représentation du vecteur a est appelée décomposition suivant les 
axes de coordonnées où décomposition suivant les vecteurs unités. 

Ici, 4,, ay @z ne les projections du vecteur a sur les axes de 
coordonnées correspondantes (on les appelle coordonnées ou coefficients de dé- 
composition du vecteur a), alors que i, j, k sont les vecteurs unités dont la direc- 
tion coïncide avec le sens positif de er correspondant. 

Les vecteurs ai, a,j et ak, dont la somme donne le vecteur a, sont appelés 
composantes du vecteur a suivant les axes de coordonnées. 

La longueur (le module) du vecteur a se note a ou | a | et est calculée d’après 
la formule 


2 2 2 
=) Ta 0e. 


La direction du vecteur a est déterminée par les angles &, B et y qu'il fait 
avec les axes de coordonnées Ox, Oy et Oz. Les cosinus (appelés cosinus directeurs 
d'un vecteur) de ces angles sont donnés par les formules 


D =" ax 
Varare 
Les cosinus directeurs d’un vecteur sont liés par la relation 
cos? à + cos? B + cos? y = 1. 


Si deux vecteurs a et b sont donnés par leurs composantes dirigées suivant 
les axes de coordonnées, leurs somme et différence seront déterminées respec- 
tivement par les formules 


a+ b= (a+ bit (ay + by) j+ (a+ b,)k, 
a—b={(a4 —b,)i+ (ay — b,) j+ (a — b,)k. 

Il faut se rappeler que la somme de deux vecteurs a et b dont les ori- 
gines se confondent est représentée par un vecteur de même origine qui coincide 
avec la diagonale du parallélogramme dont les côtés sont justement les vec- 
teurs a et b. La différence a — b de ces vecteurs est représentée par un 
vecteur qui se confond avec la seconde diagonale du même parallélogramme et 


a 
y az 
e cos — = * cos — — é 
: B ra do. 
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dont l'origine et l'extrémité se situent respectivement à l'extrémité du vec 
teur b et à l’extrémité du vecteur a ig- 17). 

La somme de n'importe quel nombre de vecteurs peut être trouvée à l’aide 
de la règle du polygone (fig. 18). 

Le produit d’un vecteur a par un scalaire m est donné par la formule 


ma = ma,i+ maj + ma,k. 


Il ne faut pee oublier que les vecteurs a et ma sont parallèles (colinéaires) 
et dirigés dans le même sens si m > 0 ou en sens opposé si m < 0. 


ST 


Q: 


Fig. 17 Fig. 18 


En particulier, si m — - , la longueur du vecteur _ est égale à l’unité 


et sa direction coïncide avec celle du vecteur a. Ce vecteur est appelé vecteur 
unitaire du vecteur a et se note a,. 


De cette façon, ao = _ OÙ à — aa. 


Le vecteur OM dont l’origine se confond avec l’origine des coordonnées 
et dont l’extrémité se situe en un point M (x; y; z) est appelé rayon vecteur 
du point M et se note r (M) ou tout simplement r. Vu que ses coordonnées sont 
les mêmes que celles du point M, sa décomposition suivant les axes de coordon- 


nées s'écrit 
r = zi<+ yj + zk. 
Le vecteur 4B d'origine À (z:1; y1: 21) et d'extrémité B (x; Ye; 22) peut 
s'écrire 
AB = To — FT: 
où r, est ie rayon vecteur du point B, r; étant le rayon vecteur du point 4. 


En vertu de ce qui précède, la décomposition du vecteur AB suivant les axes 
de coordonnées prend la forme 


AB = (23 — 2) ic (va — y) i+ (es — ak 
La longueur de ce vecteur est égale à la distance des points 4 et B: 
IAB 1=d= V (7221) + (ve —yi)2 + (20 — 2), 
sa direction étant déterminée par les cosinus directeurs 


Ya—Y1 | 29 — 2, 


To —T! 3 , COS ÿ — og 


COQ —— ; cos B — 
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240. Le côté AB d’un triangle À BC est divisé par les points M 
et NV en trois parties égales : AM = MN = NB. Trouver le vecteur 


CM si CA = a, CB=b. 
Solution. On a AB=b—a. Donc, dub à Etant 


donné que CM = CA + AM, on trouve CM = a pie = = 22 : 


241. Dans un triangle ABC la droite AM est la cc de 
l'angle BAC, le point M se trouvant sur le côté BC. Trouver AM 
si AB=b, AC = ce. 

Solution. On a BC = e — b. Selon la propriété de la bis- 


sectrice d'un angle intérieur d’un triangle, on a à He —= 2 et l’on 
BM b à | ee 
trouve BC Lis Ainsi, on obtient BM — = (c — b). 


Etant donné que AM = AB+BM,ona AM =b+—(e—b)= 
__ be+chb is 

b<+c 

242. Soient r,, r., r, respectivement les rayons vecteurs des som- 
mets d’un triangle ABC. Trouver le rayon vecteur du point d'in- 
tersection des médianes de ce triangle. 


Solution. Ona BC=rs—r:; BD=# + (D est le point 
milieu du côté BC); AB—r,—r;; AD—BD+AB—2 TE + 


To rs—2r1, 


Lr—ri— AM = + AD (M est le point d'intersection 


des médiancs). Pour cette raison, AM = sr =0M=rn+ 
+ AM — nr ee + r;, ou finalement 


 — Ti+ro+ rs 
= —*. 


243. Trouver la longueur du vecteur a — 20i + 30j — 60k et 
ses cosinus directeurs. 


Solution. On a a=V207-+ 30746070, cosa— +, 


30 e 6 6 
COS ==, COSY= — 2 — — +. 


244. es le vecteur a= AB si À (1 ; 3 ; 2) et B(5;, 8; —1). 
Solution. Les projections du vecteur AB sur les axes de 


coordonnées sont données par les différences des coordonnées corres- 
pondantes des points B et À: 


dx =0—1=4,a, =8—-3—=5,a, = —1 — 2 = —5. 
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Par suite, AB = 4i + 5j — 3k. 
245. On donne un triangle À BC. Le point M situé sur le côté BC 


divise ce dernier de façon que Fe = à. Trouver AM si AB — b, 
AC = ec. 
. Air _ b+À:c 
Réponse. AM =. 


246. On donne AB = a + 2h, BC — —4a — b, CD = —5a — 
— 3b. Montrer que A BCD est un trapèze. 

247. Trouver les projections du vecteur a sur les axes de coor 
données si a = AB + CD, À (0; 0: 1), B(3; 2; 1), C (4; 6; 5), 
D (1; 6; 3). 


Réponse. a, = 0,a, = 2, a, = —2. 
248. Trouver le module du vecteur a = mi + (m + 1) j + 
+ m (m + 1)k. 


Réponse. m° + m + 1. 

249. On donne les rayons vecteurs des sommets d’un triangle. 
ABC:ra = i + 2j + 3k,rpg = 3i + 2j tk,rce = i + 4j + k.Mon- 
trer que le triangle 4 BC est un triangle équilatéral. 


250. Calculer le module du vecteur ait 2jÿ+k— HIDE 


et trouver ses cosinus directeurs. 
Réponse. a= >; cosa= + : cos B— cos y=+. 
251. On donne les points M, (1; 2; 3) et M, (3; —4; 6). Trouver 


le module et les cosinus directeurs du vecteur M,M:. 

Réponse. | MiM:|=7 ; cosa= +; cos= —+ ; cosy=—+. 

252. On donne le vecteur a = 4i — 2j + 3k. Trouver le vecteur b. 
si b— a, b, = a,et b, = 0. | 

Réponse. b = —2j + 5k ou b = —2j — 5k. 

253. Soit M un point dont le rayon vecteur de module r = 8. 
fait avec l’axe Oy un angle de 60° et avec l'axe Oz un angle de 45°. 
Trouver les coordonnées du point M si son abscisse est négative. 


Réponse. M (—4; 4; 4V 2). 


$ 3. Produits scalaire et vectoriel. 
Produit mixte 


1. Produit scalaire, On appelle produit scalaire de deux vecteurs a et b 
le produit des modules de ces vecteurs par le cosinus de l’angle œ qu’ils forment 
entre eux: 


a b = ab cos ®. 
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Propriétés du produit scalaire: 


= a ; 
= 0 si a — 0, ou b = 0, ou a 1 b. 
= ba ;(loi commutative). 

(b+ c) =a-b+a:c (loi distributive). 

5) (ma) -b = a-(mb) = m(a-b) (loi associative par rapport au scalaire). 

Produits scalaires des vecteurs unités dirigés suivant les axes de coor- 
données: 

= =k=1, ij=ik=;jk= 0. 

Si 

a=i+ yj+ ak, b=zxi+ yei + 22h, 
alors 
ab = 2122 + Yiÿa + 2120. 

2. Produit vectoriel. On appelle produit vectoriel d'un vecteur a par un 
autre vecteur b un troisième vecteur c déterminé de la façon suivante (fig. 19): 

1) le module du vecteur c est égal à l’aire du parallélogramme construit 
sur les vecteurs a et b (c — ab sin æ, où œ est l'angle que forment entre eux les 
vecteurs a et b); 

2) le vecteur c est perpendiculaire aux vecteurs a et b; 

3) lorsque les vecteurs a, b, c sont amenés à avoir même origine, ils sont 
orientés l’un par rapport aux autres de la 
même façon que les vecteurs unités i, j, k 
fARE le système de coordonnées à droite ils 
orment l'ainsi appelé triplet de vecteurs 
à droite). 

Le produit vectoriel du vecteur a par le 
vecteur b se note a X b. 


Propriétés du produit vectoriel: 


1) b x a = —a x b, ce qui signifie que 
Fie. 49 le produit vectoriel n’est pas soumis à la loi 
g- commutative. 


2) a x b= 0 si a — 0, ou b = 0, ou a |}b. 
3) (ma) x b=a x (mb) — ma x b) (propriété associative par rapport 
au scalaire). 


4) a X (b +c) = a x b+ a x c (propriété distributive). 

Les produits vectoriels des vecteurs unités i, j, k sont: 
ixi=j)xi—=kxk= 0, 

ixj=—-jxi-=k; jxk=kxj=i;, kxi=—xk=)j. 


Il est commode de trouver le produit vectoriel des vecteurs a = z;i+ 
+ yd+zk et b— zi+ yoj + zk d'après la formule 


i j k 
aXb=|z; y Zi]. 
To Ya Ze 

3. Produit mixte. On appelle produit mixte des vecteurs a, b et c le produit 
scalaire du vecteur a x b par le vecteur c: 


(a x b):-c. 


Le module du produit mixte de trois vecteurs a, b ct c est égal au volume 
du parallélépipède construit sur ces vecteurs. 
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Propriétés du produit mixte: 


1) Le produit mixte de trois vecteurs est nul si: 
a) au moins un de ces vecteurs est nul: 
b) deux d’entre eux sont parallèles (colinéaires); 
c) tous les trois vecteurs sont parallèles à un même plan (ils sont copla- 
naires). 

2) Le produit mixte reste invariable si l’on transpose les signes du produit 
vectoriel (x) et du produit scalaire (-), c'est-à-dire (a x b)-e = a-(b X c). 
En vertu de cette propriété, on conviendra d'écrire le produit mixte des vec- 
teurs a, b et c sous la forme abc. 

3) Le produit mixte reste invariable à la suite d’une permutation circu- 
laire des vecteurs à multiplier: 


abc = bca = cab. 


4) La transposition de n’importe quel couple de vecteurs n’entraîne qu'un 
changement de signe du produit mixte: 


bac — —abc; cba — —abc; acb — —abc. 


Si les vecteurs sont donnés par leurs composantes dirigées suivant les axes 
de coordonnées : 


a=2i+ yj+zak; b=zi+ yet ak; Ce = zoi + ysj + zsk, 
alors 
T1 V1 21 
T2 Y2 20 
T3 Us 73 


Les propriétés du produit mixte de trois vecteurs permettent de tirer les 
conclusions suivantes: 

a) la condition nécessaire et suffisante pour que trois vecteurs soient copla- 
naires s'écrit: abc = 0; 

b) le volume V, du parallélépipède construit sur trois vecteurs a, b et c 
et le volume V, de la pyramide triangulaire qu’ils forment sont donnés par 
les formules: 


abc— 


V,=|abc] ; Vr= LV = | abc |. 

254. Trouver le produit scalaire des vecteurs a — 3i + 4j + 7k 
et b — 2i — 5j + 2k. 

Solution. On trouve a-b = 3.2 +4(—5) +7.2=0. Vu 
que a-+b = 0, on a a L b. { 

255. On donne les vecteurs a = mi + 3j + 4keth = 4i + mj — 
— 7k. Pour quelle valeur de m ces vecteurs sont réciproquement per- 
pendiculaires ? 

Solution. On trouve le produit scalaire de ces vecteurs 
a-b]= 4m + 3m — 28; étant donné que a L b, on a a-b — 0, 
d'où 7m — 28 = 0, c'est-à-dire m = 4. 

256. Trouver le produit (5a + 3b)-(2a — b) si a = 2, b = 3, 
a | b. 

Solution. On a (5a + 3h)-(2a — b) — 10a? — 5a-b + 
+ 6a-b — 3h° — 10° — 3b? — 40 — 27 — 13. 
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257. PR TO l'angle des vecteurs a = i + 2j + 3k et! b — 
— Gi + 4j — 


a-b 


Solution. Etant donné que a-b—abcos®, on a cos = À 


Donc a:b—1.6+2.44+43(—2)=8, a=V1+4+9=V14, b— 

= 36+1614—2V 14. 
Par suite Sp” et @— arc cos _. 
V142V14 7 7 


258. Trouver le vecteur unitaire orienté de la même façon que le- 
vecteur a = i + 2j + 2k. 
Solution. On trouve le module du vecteur a: 


a=Vi+4+4—3; 


vu que 8=— ; on a = Tite i+ik 


259. Trouver le produit vectoriel des vecteurs a = 2i + 3i + 5k 
et b = i + 2j +k. 
_,[8 5] ,/25 k 2 3 
le alla alla ol 


Solution. On a 
a X b= —7i+ 3j +k. 


260. Calculer l’aire du parallélogramme construit sur les vec- 
teurs a = 6i + 3j — 2k et b = 3i — 2j + 6k. 
Solution. On trouve le produit vectoriel des vecteurs a et b: 


Hi k 
235 
121 


— ou” 


a X b— 


c'est-à-dire 


i  j _ : : 
axb=l6 ï8 —2lil ° ali, : [+Kle - de 
3 —2 6! = 


— 14i— 42j — 21k. 
Vu que le module du produit vectoriel de deux vecteurs est égal 
à l’aire du parallélogramme construit sur eux, on a S=|a x b| — 
— V 142 + 49? + 24? — 49. 
261. Calculer l'aire du triangle de sommets À (1; 1; 1), 
B(2;,3;,4),C (4; 3; 2). 
Solution. On trouve les vecteurs AB et AC: 


AB —(2—1)i+(3—1)j+(4—1)k = i + 9j + 3k, 
AC =(4—1)i+(8—1)j+(2—1)k = 3i + 2j +k. 
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L’aire du triangle À BC est égale à la moitié de l'aire du paral- 


lélogramme construit sur les vecteurs À B et AC. C’est pourquoi l’on 
trouve le produit vectoriel de ces vecteurs 


i j k 
 —— |, 
AB x AC —|1 2 3|— 1 ; . l+kl [= — 45 +854 
| 214! 
321 
Par suite. 


Sue n i4B x AC|=+V16+64+16— V 24. 
262. Calculer l'aire du parallélogramme construit sur les vec- 


ASS 

teurs a + 3b et 3a + b si a — b — 1, (a, b) — 30°. 

Solution. On al 

(a + 3b) X (3a + b) =3a X a + a X b + 9b X a + 3b X b — 

= 30+a X b — Ja X b + 30 = —8a X b 

(comme a X a = b X b = 0, il s'ensuit b X a — —a X b). Donc, 
S—=8|axb|—8:1-1sin 30° = 4. 

263. Trouver le produit mixte des vecteurs a = 2i — j —k, 


b—=i+3 —k,c—=i+;i + 4k. 
Solution. Ona 


2 —1 —1 
—1 1 —1 1 3 
abe =[1 3 —1 =2] +1 Me 
1 1 4 | 


= 26+5+2— 33. 
264. Montrer que les vecteurs a = 2i + 5j + 7k, b = i + j — 
k, c—i+ 2j + 2k sont coplanaires. 
Solution. On trouve le produit mixte des vecteurs 


285 7 
1 —1 14 —1 4 1 
apc—|1 1 —1 2. 5 +7 = 
12 (2 2 2 1 2 1 2 
—=8—15+7—0. 


Comme abc = 0, il s'ensuit que les vecteurs sont coplanaires. 

265. Trouver le volume de la Re triangulaire dont les 
sommets se situent aux points À (2; 2; 2), B(4; 3; Le C (4,5; 4) 
et D(5; 5; 6). 

Solution. Trouvons les vecteurs AB, AC et AD qui se 
confondent avec les arêtes de la pyramide sortant du point À : 


AB=i+j+tk, AC=2i+3 +2k, AD = 3i + 3j + 4k. 
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On trouve le produit mixte des vecteurs AB, AC et AD: 
BACAD-]|232|— | — 
3 4 3 3 


= 2-.6—1.2—1.3—7. 


Etant donné que le volume de la pyramide constitue 1/6 du volume 
du parallélépipède construit sur les vecteurs AB, AC et AD, on 
a V — 7/6. 

266. Calculer 


211 
RS RAT k " ; ñ . 
1 


(a — b) (b — c) (ce — a). 


Solution. Le fait que (a — b) + (b — ec) + (ce — a) = 0 
montre que ces vecteurs sont coplanaires (fig. 20). 


C-a 
Fig. 20. 


I1 s'ensuit que le produit mixte de ces vecteurs est nul, c’est-à- 
dire (a — b) (b — c) (c — a) = 0. 

267. Trouver le produit scalaire des vecteurs 3a — 2b et 5a — 6b 
si a — 4, b — 6 et si l'angle formé par les vecteurs a et b est égal 
à —. 

Réponse. —96. 

268. Déterminer l'angle des vecteurs a = 3i + 4j + 5k et b — 
= 4i + 5j — 3k. 

17 


Réponse. arc cos 70° 


269. Quelle est la valeur de m pour laquelle les vecteurs a — 
= mi<+jet b — 3i — 3j + 4k sont perpendiculaires? 

Réponse. m = 1. 

270. Trouver le produit scalaire des EE u 3b E « et 


a+ 6b+ Tesia = 1,0 = 2,e = Bet si (a, b) — (a,€) = (É, ©) — 


I 


— —, 


8 ” 
Réponse. 547. 


271. Trouver le travail fourni par une force F sur un chemin s 


. . NN I 
si F —2,s—5 et si l'angle o = (F,s) = +. 
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Réponse. Le travail est déterminé d’après la formule À = 
— Fs cos ® = F:s, donc À = 5 V3. 

272. Trouver le vecteur unité perpendiculaire aux vecteurs 
a=i+iji+2k et b=2i+it+k. 

Réponse. + = (Gi—3j+k). 

273. Les vecteurs a, b, c ont le même module et les angles qu'ils 
forment deux à deux sont égaux entre eux. Trouver le vecteur c si 
a=i+j, b=j)+k. 

Réponse. c = i+k, ou ve — _ (—i + 4j —k). 

274. On donne les vecteurs a = 2i + 2j +k et b = Gi + 3j + 
+ 2k. Trouver pr, b et pr, a. 


Réponse. rte. 
275. On donne les rayons vecteurs de trois sommets successifs 


d'un parallélogramme 4BCD : | 
ra=iti+k, rpg =i<+ 3j +5k, re = 7i + 9j + {1k. 


Trouver le rayon vecteur du quatrième sommet D. 

Réponse. rn = 7i + 7j + 7k. 

276. Montrer que les vecteurs a et b ne peuvent pas être récipro- 
quement perpendiculaires si a-i > 0, a-j > 0, ak => 0, bi <O, 
b-j < 0, bk < 0. 

277. Montrer que les vecteurs a = i + j + mk, b = i + j + 
+ (m+1)k et c—i—;j+mk ne seront pas coplanaires quelle 
que soit la valeur de m. 

278. Est-ce que les nombres différents de zéro x;, Ze, ZÆgs Yi Uor 
Ygr Z1r Zo Z3 peuvent vérifier les équations ci-après 


Ti Us 21 
To Yo 2 = (0, 
La Us 23 
TaTo + L sÿa + 2422 = 0, 
TiTs + YaUs + Z123 = 0, 
LaTs + YoYs + 2223 = 0? 
Réponse. Ce n'est pas possible, car les vecteurs coplanaires ne 
peuvent pas être deux à deux perpendiculaires. 
279. Trouver le produit vectoriel des vecteurs a = 2i + 5j +k, 
b = i + 2j — 3k. 
Réponse. a X b = —17i + 7j — k. 
280. Calculer l'aire du triangle de sommets 4 (2; 2; 2), 
5 (4; 0; 3), C (0; 1; O). 
Réponse. V6. 
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281. Trouver le produit mixte des vecteurs 
a=i—j+k, b=i+ti+k,ce = 2i<+ 3j + 4k. 


Réponse. 4. 

282. Montrer que les vecteurs a = 7i — 3j + 2k, b = 3i — 7j + 
+ 8k, ce —i—;i+k sont coplanaires. 

283. Calculer le volume de la pyramide triangulaire dont les 
sommets se situent aux points À (0; 0; 1), B (2; 3; 5), C (6; 2; 
3), D (3; 7; 2). 

Réponse. 20. 

284. Dans le problème précédent, trouver la longueur de la 
hauteur abaissée sur la face BCD de la pyramide. 


Réponse. _ y 510. 


285. Montrer que les points À (5; 7; —2), B(3; 1; —1), 
C (9; 4; —4) et D (1; 5; 0) se situent dans un même plan. 


CHAPITRE III 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE 


$ 1. Plans et droites 


Plan. 1. L’équation d'un plan sous sa forme vectorielle s'écrit 
r-D = p. 

Ici, r — zi + yj + zk est le rayon vecteur du point courant M (x; y; 2), 
n = i cos a+ j cos B + k cos y est le vecteur unitaire dirigé suivant la per- 
pendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur le plan (œ, B, y repré- 
sentent les angles formés par cette perpendiculaire respectivement avec les 
axes de coordonnées Ox, Oy, Oz), p étant la longueur de cette perpendiculaire. 

En passant aux coordonnées, on obtient l'équation normale du plan 

zx cos a + y cos B + z cos y — p = 0. 


2, L'équation de‘'tout plan peut aussi s’écrire sous laÿfforme 
Az+ By<+ Cz+ D =0 


si A2+ B?+ C?-£ 0 (équaiion générale du plan). Ici, 4, B, C peuvent être 
considérées en tant que coordonnées d’un certain vecteur N = Ai + Bj+ 
+ Ck perpendiculaire au plan. Pour ramener l'équation générale du plan à sa 
forme normale, tous ses termes doivent être multipliés par le facteur de norma- 


lisation 


1= - fe sm ee —_ 
MN vVarrra; 
où le signe du radical est contraire au signe du terme constant D figurant dans 
l'équation générale du plan. | 
3. Cas particuliers de la position que peut occuper un plan défini par l’équa- 
tion générale Az + By<+ Cz+ D = 0: 
A = 0, le plan est parallèle à l’axe Oz; 
B = 0, le plan est parallèle à l'axe Oy: 


C = 0, le plan est parallèle à l’axe Oz; 

D = 0, le plan passe par l'origine des coordonnées: 

A = B = 0, le plan est perpendiculaire à l’axe Oz (il est parallèle au 
plan rOy); 

A = C = 0, le plan est perpendiculaire à l’axe Oy (il est parallèle au 
plan xO2); 

B = C = 0, le plan est perpendiculaire à l’axe Oz (il est parallèle au 
plan yOz); 

À = D = 0, le plan passe par l’axe Oz; 

B = D = 0, le plan passe par l'axe Oy:; 

C = D = 0, le plan passe par l’axe Oz; 

A = B = D = 0, le plan se confond avec le plan zOy (z = 0); 

A = C= D = 0, le plan se confond avec le plan xOz (y = 0): 

B = C = D = 0, le plan se confond avec le plan yOz (x = 0). 


6—01678 
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Si le coefficient D figurant dans l'équation générale du plan est différent 
Le zéro, on peut diviser tous les termes par —D et mettre l'équation sous la 
orme 


RS RE RE ce 
TE C 1 


(ici, a =" , b = —È  C—= —) . C'est l'équation du plan exprimé par tes 
segments qu’il détermine sur les axes de coordonnées, a, b et c étant respective- 
ment l’abscisse du point d’intersection du plan avec l'axe Ox, l’ordonnée du 
point d'intersection du plan avec l’axe Oy et la cote du point d'’intersection 
du plan avec l’axe Oz. 

4. L'angle @ des deux plans A,x + Biy + Ciz+ D, = 0 et Aox + Boy + 
+ Coz + Da = 0 est déterminé par la formule 


A149 + B1B2+ CiCo 
VAT BH CI V AT Bi + Ci 


Condition pour que ces deux plans soient parallèles: 


COS P — 


Condition pour que ces deux plans soient perpendiculaires: 
A142 + B1Ba + CiCa = 0. 


5. La distance d'un point Mo (xoi Vo: Zo) à un plan défini par l'équation 

Az + By + Cz+ D = 0 est donnée par la formule 
4 = 1470 Byo-t Czo + D] 
V 4+2B82+ 02 
Cette distance est égale à la valeur absolue du résultat obtenu par la substitu- 
tion des coordonnées du point dans l'équation normale du plan; le signe du 
résultat de cette substitution caractérise la Dhs A DE Le du point 
et de l'origine des coordonnées par rapport au plan considéré : le signe « + » 
montre que le point W, et l’origine des coordonnées se situent de part et d'autre 
se e alors que le signe « — » indique que ces points sont d'un même côté 
u plan. 

6. L’équation d'un plan passant par un point Mo (tos Yo 20) et perpendi- 

culaire à un vecteur N = Ai + Bj + Ck est de la forme 
À (x — 20) + B (y — yo) + C (2 — 20) = 0. 

Si 4, B et C prennent des valeurs arbitraires, cette équation définit un certain 
plan qui fait partie des plans concourant au point M,. C’est pourquoi cette équa- 
tion est souvent appelée équation d'une liasse des plans concourants. 

7. L'équation 

A2 + Bay + Ciz + Di + À (4er + Bay + Ca + Da) = 0, 
lorsque À est arbitraire, définit un certain plan passant par la droite suivant 
laquelle se coupent les plans définis par les équations 
& At + Bay + Ciz + Di = 0 (1) 
At + Boy + Caz + Da = 0, (IT) 

c’est-à-dire un certain plan AppArAnont au faisceau de plans passant par cette 
droite (elle est souvent appelée équation d'un faisceau de plans). Si les plans 


définis par les équations (1) et (IT) sont parallèles, le faisceau de plans se trans- 
forme en un ensemble de plans parallèles aux plans considérés. 
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8. Pour trouver l'équation du plan passant par les trois pire M (m1), 
M3 (ra); M3 (rs) (ici, F1 = Zi + Yi + Ak; Fo = Toi + Yoj + 2k; rs = za + 
— ysj + z4k), il est commode d'utiliser la condition pour que les vecteurs 
LP — y la — Lys Ta — M (ici, r = zi + yj + zk est le rayon vecteur du point 
courant M du plan cherché) soient coplanaires : 
(Œ— nr) (re — nn) Fs — nn) = 0 

ou en coordonnées 

ZT T1 Y—Y12 —7Z1 

To — Xy Ya—Y1 22 — 24 [= 0. 

Tg— Ty Vs— V1 23 — 241. 


286. Mettre sous la forme normale l’équation du plan 2x + 3y — 
— 6z + 21 = 0. 
Solution. On trouve le facteur de normalisation (son signe 
est «—» étant ‘'onné que D = 21 > O0): 
à 


V 2+3: +62 7° 
Ainsi, l'équation normale du _ est de la forme 


—+ z—+ y++ z—3—=0(. 

287. Déterminer la distance du point M,(3; 5; —8) au plan 
6x — 3y + 2: — 28 = 0. 

Solution. On utilise la formule de la distance d’un point 
à un plan (cf. p. 9): 

d=l4%o+ Byo+ Cz+D| 
V/4+B2+C2 ? 
et l’on trouve 
a=16"3—35+2(—8)— 281 _ A 


Were n° 

(La substitution amène à une valeur négative, ce qui signifie que le 
point donné et l’origine des coordonnées se trouvent d’un même 
côté du plan considéré.) 

288. Trouver l'équation du plan ee par le point M (2; 

: —1) et parallèle au plan 5x — 3y + 2z — 10 = OC. 

Solution. Ecrivons l'équation des plans concourants pas- 
sant par le point donné 


A(z—2)+ B(y—3)+C(z + 1) = 0. 

Pour que le plan cherché soit parallèle au plan donné, il faut 
que la condition £ — À, = soit satisfaite, d’où l’on tire À = 5t, 
B=3t, C—921. Ainsi, l’équation du plan cherché va s’écrire 

OÙ (x — 2) — 3t (y — 3) + 21 (z + 1) = 0, 
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ou 
5x — 3y + 22.+ 1 = 0. 


On voit sans difficulté ui l'on peut ‘prendre dès le commencement 
A=5, B= —3, C = 2. 
289. Former l'équation du plan passant par le point M (2; —1;5) 
et perpendiculaire aux plans 3x — 2y + z + 7 = 0 et 5x + 4y + 
+ 33 +1—=0 
Solution. Ecrivons l'équation du plan cherché sous la forme 
A(r—2)+B(y+1)+C(z2—5) = 0. 
Vu que ce plan est perpendiculaire aux plans donnés, les conditions 
34 —2B+C=0) 
5A — 4B + 3C = 0ù 
doivent être vérifiées. En éliminant les coefficients A, B, C entre 
les équations du systèma d'équations ci-dessous 
A(z—2)+B(y+1)+C(2—5)=0, 
3À — 4B + 3C =0 
(on sait qu’un système de trois équations linéaires homogènes à trois 
inconnues À, B, C admet une solution nulle, car le plan qui satisfait 
aux oadi lions imposées existe toujours), on obtient l'équation du 
plan cherché sous la forme 
1z—2 y+i z—5 
| Sen À 0: 
9 —4 3 
ou 


290. Former l'équation du olan passant par le point 4 (5; 4; 3) 
qui détermine sur les axes de coordonnées des sewments ayant la 
môme longueur. 


Solution. ÜUtilisons l'équation du plan exprimé par les 
sezments qu'il détermine sur les axes de coordonnées, sachant que 
a=b=.0c: 

z y z2 

state 
Les coordonnées du point 4 doivent vérifier l'équation du plan 
cherché, donc l'égalité 2: + < + £ — 4 doit avoir lieu et l’on 
trouve «a 112. On obtient ainsi l'équation. x + y + z — 12 —0. 
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291. Former l’équation du plan passant par la ligne d’intersection 
des plans x + y + 5z — 1 = 0 et 2x + 3y — z + 2 — 0 et par 
le point M (3; 2; 1). 

Sol ution. Utilisons l'équation du faisceau de plans 


zx + y+,5z — 1 + À (2x + 3y — 2 +2) = 0. 


La valeur de À est déterminée en partant du fait que les coordonnées 
du p'int M doivent vérifier cette équation: 


SBHIOH5—ATLA(G +6 — 1 + 2) = 9 + 13h = 0, 


d'où 
9 


RE 


12" 
On obtient l'équation cherchée sous la forme 


T4 y+ 521 (2R + 2y— 24 2) = 0 


ou, en la multipliant par 13 et en réduisant les termes semblables, 
5x + 14y —;74z + 31 = 0. 


292. Former l'équation du plan passant parla ligne d’intersec- 
tion des plans x + 3y + 5z — 4 = 0 et z—y—2+7=0 et 
parallèle à l’axe Oy. . 

Solution. ÜUtilisons l'équation du ffisceau de plans x + 
+ Sy + 52 — 4 + A (zx — y — 2z + 7) — 6. Mettons cette équation 
sous la forme (1 + À) x + (3 — À) y + (5 — 2À) z + (7A — 4) = 0. 

Etant donné que le plan cherché est parallèle à l’axe des ordon- 
nées, le coefficient de y doit être nul, c’est-à-dire 3 — À — 0, donc 
. 3. En portant la valeur de À dans l'équation du faisceau, on 
obtient 


4x — 2 +17 = C0. 
293. Trouver l'équation du plan passant par les points M (2; —1; 
4) et N (3; 2; —1) et perpendiculaire au plan z + y + z—3—= 0 
Solution. Utilisons l'équation du plan passant par le 
premier des points donnés : 


A(G—2)+B(y+1) +C(z— 4) = 0. 


La condition pour que ce plan passe par le deuxième pointet la 
condition d'’orthogonalité sont respectivement déterminées par les 
égalités 


A +3B—5C=0, 
A+B+C=0. 
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En éliminant les coefficients À, B, C entre les équations du système 
(cf. solution du problème 239) 


A(z—2)+B(y+1)+C(2—4)=0, 
4438400. 
A+B+C=0, | 


on obtient l'équation cherchée sous la forme 


xz—2 y+i z—4 
1 3 —9|—=0, 
1 1 j 
ou 
4x — 3y —3—7—0. 

294. Du point P (2; 3; —5) on abaisse les perpendiculaires sur 
les plans de coordonnées. Trouver l'équation du plan qui passe par les 
pieds de ces perpendiculaires. 

Solution. Les pieds des perpendiculaires abaissées sur les 
plans de coordonnées se situent aux points M, (2; 3; 0), M, (2; 0; 
—5), M,(0; 3; —5). Ecrivons l’équation du plan passant par les 
points M,, M;,, M3, en utilisant l’équation 

T—T Y—Yi 7Z—Z: 
Ta — Ti Ya — Yi 22 —2| = 0; 


T3 — Ti Ys — Yi Z3—2: 


on trouve 
z—2 y—3 z 
0 —3 —5|—0, 
— 2 0 —5 
ou 


15y + 10y — 6z — 60 = 0. 


295. Former l'équation du plan passant par le point M (2; 3: 5) 
et perpendiculaire au vecteur N — 4i + 3j + 2k. 

Solution. Il suffit d'utiliser l'équation d’un plan passaut 
par un point donné et perpendiculaire à un vecteur donné (cf. p. 6): 
4(x—2) +3(y —3) +2(2—5) =0, 

c'est-à-dire 
4x + 3y + 2z — 27 = 0. 
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296. Mettre sous la forme normale les équations des Va sui- 
vants: az +y—z—2—=0; b) in ne 


z+y—z—2 | __ à . 
VE nu 5V2 75 ste 


dau a) V5 z 
= NA — 

297. Trouver la distance du point M, (1; 3; —2) au plan 27 — 
— 3y — 4z + 12 = 0. Quelle est la disposition du point M, par 
rapport au plan? 


Réponse. d = 75: l'origine des coordonnées et le point M, 


sont de part et d’autre du plan. 
298. Trouver la longueur de la perpendiculaire abaïissée du point 
M, (2; 3; —5) sur le plan 4x — 2y + 5z — 12 = 0. 


Réponse. d = Le é 


299. Trouver l’équation du plan passant : 1) par le point M (—2; 
3; 4) et qui détermine des segments de même longueur sur les axes 
de coordonnées ; 2) par le point V (2; —1; 4) et qui détermine sur 
l’axe Oz un segment deux fois plus long que les segments déterminés 
sur les axes Ox et Oy. 

Réponse. 1) +y+z—5—=0; 2) 2x + 2y +z—6= O0. 

300. Trouver l'équation du plan passant par les points P (2; 

: —1) . Q (1; —1; 3) et perpendiculaire au plan 3x + 2y — z + 
3 9 = 

ra 7x — 1ly — z — 15 = 0. 

301. Trouver sur le plan 2x — 5y + 2z + 5 = 0 un point M 
tel que les angles formés par la droite OM avec les axes de coordon- 
nées soient égaux. 

Réponse. M (5; 5; »). 

302. Trouver l'équation du plan en sachant que le point P (4: 
—3; 12) est le pied de la perpendiculaire abaissée de l’origine des 
coordonnées sur ce plan. 

Réponse. 4x — 3y + 12z — 169 = (. 

303. Trouver les équations des plans qui passent par les axes 
de en et qui sont perpendiculaires au plan 3z — 4y + 5z — 
— 12 = 0. 

Réponse. 5y + 4z = 0; 5x — 3z = 0; 4x + 3y = 0. 

304. Trouver l'équation du plan dont les points sont équidistants 
des points P (1; —4; 2) et Q (7; 1; —5). 

Réponse. 6x + 5y — 7z — 27 = 0. 

305. Trouver l'équation du plan passant par les points P (0: 
2; 0), Q0 (2; 0; O0) et formant un angle de 60° avec le plan x = 0. 


Réponse. F +S+ ce 75 1. 
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306. Calculer l’angle de deux plans qui passent par le point 
M (4; —1; —1), en sachant que l'un d'eux contient l’axe Oz, 
tandis que l’autre comporte l'axe Oz. 

Réponse. 60°. 

307. Trouver l'équation du plan passant par l’origine des coor- 
données et par deux points: P (4; —2; 1) et Q(2; 4; —3). 

Réponse. x + 7y + 10z = 0. 

308. Trouver l'équation du plan passant par le point d'intersec- 
tion des plans 2x +2y+z2—7—0, 2x — y +3z+3=O, 
4x + 5y — 2z — 12= 0 et par les points M (0; 3; Ojet N (1; 1; 1). 

Réponse. x — z = (. 

309. Former l'équation du plan passant par la ligne d’intersection 
des plans x + 5y + 9z — 13 — 0, 3x — y — 5z + 1 = 0 et par 
le point M (0; 2; 1). 

Réponse. zx + y+z—3—=0. 

310. Former l'équation du plan passant par la ligne d’intersec- 
tion des plans x + 2y + 3z — 5 = 0 et 3x — 2y — z + 1 = 0 et 
qui détermine des segments de même longueur’ sur les ?xes Oz 
et Oz. 

Réponse. 5x + 2y + 52 —9—=6G. à, 

311. Former|l'équation du plan passant par la ligne d’intersection 


des plans (14 + V2) x + 2y + 2 — 4 =0, z+y+z+1—=0et 
qui forme avec le plan zOy un angle de 60 *. 


Réponse. V 2x + y +z —5 = 0. 

312. Former l'équation du plan passant parla ligne d’intersec- 
tion des plans 2x — y — 122: —3 = 0 et 3+y—7z—2—0 
et perpendiculaire au plan x + 2y + 5z — 4 = 0. 

Réponse. 4x + 3y — 2z — 1 = 0. 

313. Former l'équation du plan passant par la ligne d'intersection 
des plans Az + By + C;z + D, = 0, A4,x + Boy + Caz + D, = 
= 0 et par l’origine des coordonnées. 

Réponse. 

(4,D, — À 2D1) + (BD: — BD) y + (CD: — D,C:) z = 0. 

314. Former l'équation! du plan passant par le point M (0; 2; 1) 
et narallèle aux vecteurs 


a=i+j+ket b=i<+;i—k. 


Éndication.'Le plan cherché est perpendiculaire au vec- 
teur a x b. 
Réponse. x —y+2= 0. 
315. Quelle est la valeur de l’angle que forme le plan x + y + 
+ 2z — 4 = 0 avec le vecteur a = i + 2j + k? 
]ndication. Utiliser le vecteur N normal au plan. 


Le LA 5 
Réponse. arc sin nr 
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Droite. 1. Une droite peut être donnée par les équations de deux plans 


A3z+ Biy+Ciz+Di=0, 
A9z + Boy + Coz + Di=0,; 
qui se coupent suivant cette droite. 

2. En éliminant à tour de rôle x et y entre les équations ci-dessus, on obtient 
les équations zx = az + c, y — bz + d. Ici, la droite est définie par les deux 
plans qui la projettent sur les plans xOz et yOz. 

3. Equation d'une droite passant par les deux points M; (z1; Yy15 1) et 
Ma (tas Ya: Ze) est de la forme: 


es le the 


= » 
To — 1 Yo — ÿY1 Za — 21 


4. Les ainsi appelées équations canoniques 


Z— ty __V— Yi _ Z— 32: 
VE nt ne nes Rennes 
l m n 


définissent une droite passant par le point M, (x:; y1; z,) et parallèle à un vec- 
teur 8 — li + mj + nk. Ces équations peuvent, en particulier, s’écrire de la 
façon suivante] | 


cos a cos cos y ? 


où æ, B et y sont les angles formés par la droite avec les axes de coordonnées. 
Les cosinus directeurs de la droite sont calculés d’après les formules: 


l m 


vVrrmn Propre 


COS &Œ = 


cos D . 
VF 
.. ®. En introduisant le paramètre t, il est aisé de passer des équations cano- 
niques d'une droite à ses équations paramétriques: 


z=lt+ zx, 
y=mt+#+y1 
z=nt+24. 


6. L'angle de deux droites données par leurs équations canoniques 


Gt 2 — = est déterrniné par la for- 


Lilo + mimo + nins , 
VE nn VA nEn 


condition pour que les deux droites soient parallèles: 


cos P— 


condition pour que les deux droites soient perpendiculaires: 


lile + Mima + nine = 0. 
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7. Condition nécessaire et suffisante pour que deux droites données par 
leurs équations canoniques soient coplanaires (situées dans le même plan): 


To — 24 V2—U1 Z2—321 
l m1 ni = 0, 
lo Flo No 
Si les grandeurs Z,, m,, n ne sont pas proportionnelles aux grandeurs L:, 


ne, la relation mentionnée plus haut constitue la condition nécessaire et 
suffisante pour que les deux droites soient concourantes dans l’espace. 


8. L'angle formé par une droite ES = = avec un plan 


Az + By<+ Cz<+ D = 0 est déterminé par la formule 
Al+ Bm+Cn 
V'A+B2+C2.V P+mi+n2 
condition pour que la droite et le plan soient parallèles: 

Al+ Bm<+Cn=0; 


condition pour que la droite soit perpendiculaire au plan: 


sin = 


A_B C 
L m nn 
9. Pour déterminer le point d'intersection d'une droite = 


avec un plan Az + By + Cz+ D'= 0, il faut résoudre simultané- 


ment leurs équations, en la à cette fin les équations paramétriques de la 
droite: z = lt + zo, y = mt + yo, z = nt + 2, 

a) si A! + Bm+ Cn 0, la droite rencontre le plan en un point: 

b) si Al + Bm + Cn = 0 et si Aïto + Byo + Czo + D 0, la droite 
est parallèle au plan; 

€) si Al+ Bm+ Cn=0 et si Az + Byo + Czo + D = 0, la droite 
se situe dans le plan. 


316. Mettre sous la forme canonique les équations de la droite 
2x — y + 3z — 1 = 0, 5x + 4y — z — 7 = 0. 

Solution. Première méthode. En éliminant 
d'abord y, ensuite z, on obtient 


43x + 112 — 11 = 0, 17x + 11y — 22 = 0. 
En résolvant chacune de ces équations par rapport à x, on aura 


A1 (y—2) _ 11 (2—1) 


ET 713 


d’où 


Seconde méthode. Trouvons le vecteur s = li + mj + 
+ nk parallèle à la droite cherchée. Vu qu'il doit être perpendicu- 
laire aux vecteurs normaux aux plans donnés N, = 2i — j + 3k 
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et N, = 5i + 4j — k, on peut le remplacer par le produit vectoriel 
des deux derniers vecteurs N, et N.: 


i  jÿ k 
s=N,..Ne—|2 —1 3|——411i+17ÿ+13k. 
5 4 —1 


Ainsi, on à L = —11; m = 17; n = 13. 

"Le point M, (x;; y; z) par lequel passe la droite cherchée 
peut être pris en tant que point de rencontre de cette droite avec 
n’importe quel plan de coordonnées, par exemple, avec le plan 
yOz. Comme, dans ce cas, x, = 0, les coordonnées y, et z, de ce point 
seront déterminées à partir du système d’équations des plans donnés 
en y posant x = 0: 


—y+3z—1—0, 
&y—2—17—=0. 


En résolvant ce système, on trouve y, = 2; z, = 1. 
Donc, la droite cherchée est déterminée par les équations 


et RS En CS 


On voit que le résultat obtenu est le même. 
317. Construire la droite 


2x + 3y+3z2—9—0, 
4x + 2y+z—8=0. 


Solution. La droite cherchée peut être construite en tant 
que ligne d'intersection des plans. Pour 
ce faire, écrivons les équations des plans 
qui la définissent en utilisant les seg- 
ments qu'ils déterminent sur les axes 
de coordonnée: 


dent — 
rats 
z y z 
atite=t 


On consrruit les plans donnés et l’on 
trouve la droite cherchée qui n'est autre 
chose que la ligne d’intersection de ces Fig. 21 
plans (fig. 21). 

318. Abaiïisser de l'origine des coordonnées la perpendiculaire 
sur la droite 
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Solution. Formons l'équation du plan passant par l’origine 
des coordonnées et perpendiculaire à la droite donnée : 2x + 3y + z— 
= 0. (Pour ce plan, on peut poser À =; B=m; C=n; D =0; 
ici, l'on a utilisé la condition pour qu'une droite et un plan soient 
perpendiculaires, comme il est indiqué au p. 8.) 

Trouvons le point de rencontre de ce plan avec la droite donnée. 
Les équations paramétriques de la droite s'écrivent 


z—2t+2, 
y=dt+ 1, 
z=t+3. 


Pour déterminer f, on a l'équation 


2(A+HDA+ES(H+I)+II+3—=0, 


Donc, ? — —5/7. Les coordonnées du point de rencontre seront 
A ne 8 180 4. 8. 16 
TL=HY=—-m1= 7 c'est-à-dire M (+; — 7: 7) 


Il ne reste qu’à former les équations de la droite passantk par 
l'origine des coordonnées et par le point M (cf. p. 3): 


z y z z y 21 


AT 8 167 OÙ 1 —2 —%s 
319. Déterminer le paramètre n figurant aux équations de la 
droite + —= + = _ de façon que cette droite et la droite ss = 
= ir = + soient concourantes et trouver leur pointi d’intersec- 
tion 


Solution. Pour trouver le paramètre », on utilise la condi- 
tion pour que deux droites soient concourantes (cf. p. 7): 


Ti — To Yi — Yo Zi — 20 


l m n4 = (0, 
la Mo No 
d'où l'on a 
| 5 0 
3 2 1|—=0, 
2 —3n 


2n + 10 + 3 — 15n = 0, c'est-à-dire n —= 1. 


On obtient ainsi les équations deskdroites concourantes: 


z y z à P 
3 —=—3 7 (droite cherchée), 


+1 _ y+5 —=+ (droite donnée). 
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Pour trouver le point d'intersection de ces droites, exprimons 
x et y de la première équation en fonction de z:zx = 2z, y = —3z. 
, z+i _ Yÿ+S 

3 Es 
d'où z = {. z étant connue, on trouve zet y: x — 


LT y = —3z = —ÿ. 

On a ainsi M(2; —3; 1). 

320. Trouver les équations de la droite passant par le point 
M (3; 2; —1) et qui se coupe à angle droit avec l'axe Oz. 

Solution. Etant donné que la droite est perpendiculaire 
à l'axe Ox et qu'elle coupe ce dernier, elle passera par le point 
N (3; 0; 0). Formons l'équation de la droite passant par les points 
M et N: 


En substituant leurs valeurs dans l'égalité , on obtient 


Btt —3z+5 
NE 


ER ee CR DS CR 


321. On donne le plan x + y — 2z — 6 — Oetle point M (1; 1; 
1) situé en dehors de ce plan. Trouver le point V symétrique du point 
M par rapport au plan donné. 

Solution. Ecrivons l'équation de toute droite passant par 
le point M3 


La conditionipour que cette droite soit perpendiculaire au plan donné 
implique 


et l’on peut poser ! = m = 14; n — —2; donc, l'équation de là 


droite cherchée est 


YT— 1 y—1 z—1 
4 1 —2 ° 


.Trouvons la projection du point M sur le plan donné en résolvant 


simultanément les équations x + y — 2z—6—0 et 7 = 1 
= 2 ;, “pour ce faire, écrivone l'équation de la droite sous la 
forme =t+1,y—t +1, — —92t LA. En substituant ces 


valeurs de x, y et z dans l’ équation du plan, on trouve t — 1, d’où 
z=2,y=2,2= —1. 

Les coordonnées du point symétrique seront trouvées à l’aide 
des formules 


l 
e 
«| 

I 


T 
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c'est-à-dire 


THEN _ 1+yn a "Î+zn 
À = ZT 2— D À =: PEL 
d'où zy = 3, yn = 3, 2 = —3. Donc, N (3; 3; —3). 
322. On donne la droite #7 = # = 2L? et le point M (1; 
1; 1) qui ne se situe pas sur elle. Trouver le point N symétrique 
du point M par rapport à la droite donnée. 
Solution. Formons l'équation du plan qui projette le 
point M sur la droite donnée: 


A(z—1)+B(y—D+C(z—1) = 0. 
En utilisant la condition pour que la droite donnéeiet le plan proje- 


in . ; A B ’ ; 
tant soient) perpendiculaires + = -— — —, on trouve l'équation du 


plan 
2(x—1) + 3 (y —11) — (2 — 1) = 0, 
ou 


2x + 3y—z2—4—0. 


Trouvons la projection du point M sur la droite en résolvant simul- 
tanément les équations 


Ox + 3y—z—4—0 


et 
z— 1 y _ z+1 
2 3  —1"° 
Les équations paramétriques’ de la droite donnée seront x = 2 + 1, 
y = 3t, 2 = —t — 1. En substituant x, y et z dans l'équation du 
plan, on trouve # — 2. On en tire x = 8/7, y — 3/14, z — —15/14. 


Les coordonnées du point symétrique peuvent maintenant être 
trouvées à l'aide des formules donnant les coordonnées du point 
milieu d'un segment : 


= _— IMTEIN ET — YM+UN 7 ___ 2M—2N 
Por 2, eg Proc D ce 
ou 
Suns 5 1 4N: 45 __1+2v 
7 2 9 44 2 14 9 
_ 9 D 4. 22 9 4. 22 
d'où zn = D'UN DIN = —+. Donc, N (7: —7) —+) 
323. Mener par la droite GA me le) plan paral- 
2 7 3 LD à 


lèle à la droite = = — 
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Solution. Ecrivons les équations de la première des droites 
données à l’aide des équations des deux plans qui la projettent respec- 
tivement sur les plans xOy et yOz: 

z—+1 y—1 
er ou xz+2y—1—=0, 


y—1 Zz— 


2 
—1 PE 
L’équation du faisceau de plans passant par cette droite s’écrira 
T+2y—1+A(3y + z—5) =0, 


ou 3y+z—5—0,. 


ou 
2 + (2 + 3À) y + Ma — (1 + 5À) = 0. 


En utilisant la condition pour qu’une droite et un plan soient paral 
lèles A1 + Bm + Cn = 0, on détermine À de façon que le plan 
correspondant du faisceau soit parallèle à la seconde des deux droites 
données. 

On trouve: —1.1 + 2.(2 + 34) — 3.À4 — 0, ou 34 + 3 = 0, 
d'où À = —1. Ainsi, le plan cherché est défini par l’équation 


z—y—2z+4=0,. 


324. Trouver l'équation de la projection de la droite — — 
— en =+ sur le plan z+y+2z—5—0. 


Solution. Ecrivons l'équation de la droite donnée sous forme 
d'équations des deux plans qui la projettent respectivement sur les 
plans xOy et xOz: 


=, ou 27—y—3—=0, 
= =. ou 3z—z—3—0. 


L'équation du faisceau de plans passant par la droite donnée va 
s’écrire 

2x2 —y—3+LA(3x—-3—3 —0, 
ou 

(2 + D) z— y — Àz —3(1+À) = 0. 


Choisissons parmi les plans de ce faisceau celui qui projette la 
droite donnée sur le plan donné, en utilisant la condition pour que 
deux plans soient perpendiculaires: A4,4, + B,B, + CC; = 0. 

On trouve 1 (2 + 3À) + 1 (—1) + 2 (—X) = 0, ou À + 1 = 0, 


d’où À = —1, 
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Ainsi, le plan projetant sera 2x — y — 3 + (—1) (3x — z — 3) — 
= 0, oux+y—2z—=0. 

La projection cherchée peut être déterminée en tant que ligne 
d’intersection du plan donné et du plan projetant: 


{ z+y+2:—5=0, 


[2 


zty—z=0. 


En mettant ces équations de la droite sous la forme canonique, on 
obtient finalement 


0 
Bt 2, "53 
RE 


325. Former les équations de la droite passant par le point 
M (5; 3; 4) et parallèle au vecteur s = 2i + 5j — 8k. 
Solution. Utilisons les équations canoniques de la droite. 


Ici, on al =2,m—5, n — —8. On obtient 
&—5 y—3  z—4 
2 W5  —8e 


326. Former l'équation de la droite passant par le point M (1; 1; 
1) et perpendiculaire aux vecteurs s, = 2i + 3j +kets, = 3i + j + 


Solution. La droite cherchée est parallèle au vecteur 
8, X So = 9i + j — 7k, donc elle est déterminée par les équations 


327. Trouver les équations des projections de la droits 
x + 2y + 3z — 26 = 0, 
3z+y+4z—14 —0 
sur les ‘plans de coordonnées. 
Réponse. 5y+5z—64—0, x —0 (yOz); 
5x+5z—2—0, y—0"(xOz); 
5z—5y+62—0, z—0(r0y). 
328. Mettre sous la forme canonique les équations de la droite 
2x + 3y—14167—7—0, 
{ 3z+y—17z—0. 
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329. Calculer les angles formés par la droite 
xz— 2y —5 =0, 
xz—3z+8—0 
avec les axes de coordonnées. 


Réponse. cos a = 7 cos f — COS Y — Z. 

330. Trouver les équations de la droite passant par le point 
M (14; —2; 3) et qui forme avec les axes Ox et Oy respectivement 
les angles de 45° et 60°. 

À z—1 __y+2 . 3—3 

Réponse. dd. 

331. Trouver les équations de la droite passant par le point 
N (5; —1; —3) et parallèle à la droite 


2z+3y+z—6—0, 
&x—5y—z+2—0. 


$ z—9 _y+1i _ z+3 
Réponse. == TT 
332. Trouver le point d'intersection des droites 
1 y it4 NO 22 y—5 _ 51 
— De nu rD 2 — 2 D. 


Réponse. M (0; 7; —2). 

333. On donne trois sommets successifs d’un parallélogramme : 
À (3, 0; —1), B (1; 2; —4), C (0; 7; —2). Trouver les équations 
des côtés AD et CD. 
T3 y _ 2+1 , x y—7 z+2 
— 1 5) 2 ? 2 | 

334. Trouver; les équations paramétriques de la droite passant 
par les points M (2; —5; 1) et N (—1; 1; 2). 

Réponse. zx —3t— À, 


Réponse. 


y=6t+1, 
g—=t+2. 
335. Calculer la distance des droites parallèles 
T__y—3 __z—2 et z—3 __y+1i __z—2 
1 27 © À | ES 
Réponse. 230. 
336. On donne les points À (—1; 2; 3)et B (2; —3; 1). Former 
les équations de la droite passant par le point M (3; —1; 2) et 
parallèle au vecteur AB. | 


Réponse #0 __yTi — 272. 


1—01673 
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337. Trouver l'angle des droites 
&x—y—2+12=0, et 3x — 2y +16 = 0, 
y—2—2—0 3z—z=0(. 
Réponse. cos p= 
338. Trouver dans le plan yOz la droite passant par l'origine 
des coordonnées et perpendiculaire à la droite 


27—y= 2, 


> T 
Réponse. ——<—=—, 


339. On donne deux sommets du parallélogramme ABCD: 
C(—2; 3; —5) et D (0; 4; —7) et le point d’intersection de ses 
diagonales M (1; 2; —3,5). Trouver l'équation du côté 4B. 
z—4 y—i __ z+2 
2 1 —2"° 

340. Soit ABC un triangle dont les sommets se situent aux 
points de rencontre du plan x + 2y + 4z — 8 — 0 avec les axes 
de coordonnées. Trouver les équations de la ligne médiane du triangle 
parallèle au plan zOy. 


Réponse. 


Réponse. — Ver 


341. On donne les points À (1; 1; 1), B(2; 3; 3)etC (3; 3; 2). 
Former les équations de la droite passant par le point À et perpendi- 
culaire aux vecteurs AB et AC. 

Réponse. = LT. 

342. Former les équations de la droite passant par le point 
M (0; 2; 1) et qui forme des angles égaux avec les vecteurs a — 
= j + 2j + 2k, b = 3j, c = 3k. 


a ZT __y—2 __z—1 
Réponse. == — 
343. Trouver l'équation du plan passant par la droite 5 = 


17 _ et perpendiculaire au plan 3+y—2z2+2=0. 


Réponse. x — 5y — 2z + 11 = 0. 
344. Trouver les équations de la projection de la droite 
z y +3 z—2 


sur le plan 2r+3y—2—5—0. 


2 1 — 2 
2 Zz  __ _y—3,4 __ 2—5,2 
Réponse. TT = HE = 55 —: 
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$ 2. Surfaces du second degré (quadriques) 


1. Sphère. Dans le système de coordonnées cartésiennes, une sphère de 
centre C (a; b; c) et de rayon r est définie par l'équation 


G— a +y—+G—-)=r. 
Si le centre de la sphère se situe à l’origine des coordonnées, son équation 


prend la forme 
s+pf+ñ=r 


345. Trouver les coordonnées du centre et le rayon de la sphère 
donnée par l'équation 2° + y? + 2° — x + 2y + 1 = 0. 

Solution. Mettons l'équation de la sphère sous sa forme 
canonique (x — a)° + (y — b)? + (z — c)° = r°. Pour ce faire, com- 
plétons les termes contenant x, y et z de façon à obtenir des carrés 
parfaits et écrivons l'équation donnée comme suit: 


TOR NON 
ou 
(25) +u+17+2- 
Il s'ensuit que le centre de la sphère se situe au ne C(+ ‘1 0), 


1 
son rayon étant r — T- 


346. Former l'équation de À sphère passant par les points 


A (1; 2; —4), B (1; —3; 1), C (2; 2; 3) si l'on sait que son centre 
se situe dans le plan zOy. 

Solution. Etant donné que les points À, B et C se trouvent 
sur la sphère (x — a)° + (y — b)? + (z — c)? = r° dont le centre 
se situe dans le plan xOy (donc, c = 0), leurs coordonnées doivent 
transformer l'équation cherchée en une identité, et l’on arrive aux 
équations : 


(1 — a) + (2 — db} + (—4)} = r*, 
( — a) + (—3 — D} + 1 = rt, 
(2 — a} +(2— D +72, 
D'où l’on a 
(1 — a) + (2 — D) + 16 = (1 — a}? + (—3 — D}? + 1, 
(4 — a) + (2 — db} + 16 = (2 — a)? + (2 — b}? +9, 
ou | | | 
(2 — Bb}? — (—3 — b}? = —15, c'est-à-dire 10b = 10; 
({—a} —(2— a} = —7, c'est-à-dire 2a = —4. 


Donc, a = —2, b = 1.1Le centre de la sphère se situe au point 
C'(—2; 1; 0). On trouve le rayon de la sphère: 


= (1 — a} + (2 — b}? + 16 — (1 + 232 + (2 — 1)? + 16: — 26. 
7% 
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De cette façon, l'équation cherchée est de la forme 
(x + 9 + (y — 19 + 2° = 96. 
347. Trouver les A tue du centre et le rayon du cercle 
É e 2) + (2— 1) = 100, 
2z—2y—z+9—=0. L 
Solution. Du centre C (3; —2; 1) de la sphère abaissons 


la perpendiculaire sur le plan 2x — 2y — z + 9 = 0. Les. équations 
de cette perpendiculaire peuvent s’écrire 


l m n. ? 
a l u 
où — — — - (condition pour qu’une droite et un plan soient 
parallèles). | 


Ainsi, les équations de la perpendiculaire sont de la forme 


Trouvons maintenant les coordonnées du point de rencontre de 
la droite + = = — avec le plan 2x — 2y —z2+9—= 0. 
Ce point sera le centre du cercle suivant lequel le plan donné coupe 
la sphère. 

Prenons les équations paramétriques dé la droite x = 2t + 3, 

— —9t — 2, z — —t + À et trouvons { en substituant zx, y, z 
dans |’ équation du Do 2 (2t + 3) — 2 (—21 — 2) — (—t HA) + 
+ 9 = 0, d'où t — 

Par suite, les coordonnées du centre du'cercle seront x — 2 (—2) + 
H3—= 1, y——2(—2) —2 —2, z = — (—2) + 1 = 3. Ainsi, 
‘le centre du cercle se trouve au point C, (—1; 2; 

Trouvons maintenant la distance du centre de la sphère C(3; —2;1) 
au plan 2x — 2y — z +9 = 0:: 


g— 23422149 
V 2+22+1 
Le rayon du cercle est déterminé à partir de l'égalité nr R? — æ, 
où R est le rayon de la sphère. Ainsi, l'on a r* — 100 — 36 — 64. 
r = 8 
348. Déterminer les cordonnées du centre et les rayons des sphères 
données par les équations suivantes : 


a) (2 + 1) + (y + 2) + 2 = 25; 
bj 2? + y? + 7° — 4x + 6Gy + 2z — 2 — 
c) 2x? + 2y? + 22? + 4y — 3z + 2 25: 
d) 2° + y + 2° = 2x; 

. @) a? y? + 72=4z — 3. 


0; 
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Réponse. a) C(—1; —2; 0), r =5; b) C(2; —3; —1),r — 
— 4; c) C (0; —À ; =), r=À; d) C(1;, 0; 0}, r = 1; 


” 4 

e) C (0,0; 2), r = 1. 

349. Quelle est la disposition du point M (1; —1; 3) par rapport 
aux: sphères | | 

a) @— 1} + +2) + À 

b) 2 +p+È—z+y = 

C) + +z— 4x +uy 93 = 0? 

Réponse. a) A l'intérieur de la sphère ; b) en dehors de la sphère; 
c) sur la sphère. 
: 350. Former l'équation de la 7 dont l'un des diamètres 
a pour extrémités les points M (4; s —3) et MN (0; 3; —1). 

Réponse. (x — 2)? + (y — 1}? + (z pe 2)? = 9, 

351. Former les équations du cercle suivant lequel le plan de 
coordonnées z = 0 coupe la sphère (x — 1)? + G— 1) + (2— 3)? —25. 

Réponse. (x — 1)? + (y — 1) = 16, z = 0 

352. Trouver les coordonnées du centre et le rayon du cercle 
2? + y? + 22 — 100, 2x + 2y — z = 18. 

Réponse. C (4; 4; —2); r = 8. 


2. Surfaces cylindriques et cône du second degré. Une équation de la forme 
F (x, y) = 0 définit dans l’espace une surface cylindrique dont les généra- 
trices sont parallèles à l'axe Oz. Par analogie, une équation de la forme F (x, z) = 
—= 0 définit une surface cylindrique ayant les génératrices parallèles à l’axe Oy, 
et, enfin, une équation de la forme F (y, :) = 0 définit une surface cylindrique 
de génératrices parallèles à l'axe Oz. 

Les équations canoniques des cylindres du second degré sont les suivantes: 


2 
stp 1 (cylindre elliptique); 


Ji Vs es (cylindre hyperbolique); 


y? = 2pxz (cylindre parabolique). 


Les génératrices de tous ces cylindres sont parallèles à l’axe Oz, alors que 
la directrice est représentée par la courbe du second degré correspondante .(ellip- 
se, hyperbole, parabole) contenue dans le plan zOy. 

I1 ne faut pas oublier qu’une courbe dans l'espace peut être donnée soit 
sous sa forme paramétrique, soit à l’aide des équations. de deux surfaces dont 
l'intersection représente la courbe considérée. 

Par exemple, les équations de la directrice du cylindre elliptique 


22 y2 
tt 
c'est-à-dire les équations de à contenue dans le plan zOy, sont 
ls 
ma Hi %e 1 
z=0, 
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L'équation d’un cône du second degré, dont le sommet se situe à l’origine 
des coordonnées et qui a comme axe l'axe Oz, est de la forme 


DUR ee 0 
| Par analogie, les équations a _y EE, A La O0 défi 
Bie, q a° b° ce? a? b? ! ce 


nissent des cônes du second degré dont le sommet se confond avec l’origine des 
coordonnées, alors que les axes Oy et Oz sont respectivement leurs propres axes. 


: 353. Quelle est la surface définie dans l’espace par les équations: 
a) x? = 4y; b) 7° = xz? 

Solution. a) L'équation x* = 4y définit un cylindre para- 
bolique dont les génératrices sont parallèles à l’axe Oz, sa directrice 
étant la parabole x? = 4y, z = 0 
, b) L'équation z?° = xz peut être mise sous la forme z (2 — x) = 0 
et décomposée comme suit: z = 0 et z = x, ce qui signifie qu'elle 
définit deux plans: le plan xOy et le plan bissecteur z = x passant 
par l’axe Oy. 

354. Quelle est la ligne suivant laquelle le plan y = 2 coupe 
le cône x? + y° — 2z° — 0? 

Solution. En éliminant y entre les équations du système, 
on obtient 


4 + 4— 27 — 0, | Je 5 
ou 
z2 x? 
Da. 


I1 s'ensuit que la ligne d’intersection représente une hyperbole 
située dans le plan y — 2 et dont les axes réel (focal) et imaginaire 
(non focal) sont respectivement parallèles aux axes Ozet Ox. 

355. Former l'équation de la surface conique dont le sommet 
se situe au point M (0; O0; 1) et ayant comme directrice l’ellipse 


Cd 
35 + rc] —= LL Z —= 3. 

“Solution. Formons l'équation de la génératrice AM, où 
M (0; 0; 1), À (to; Yo: 20) étant un point de l’ellipse. Les équations 
de cette génératrice sont de la forme 


Etant donné que le point À se situe sur l’ellipse, ses coordonnées 
doivent vérifier les équations de cette dernière : 
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En éliminant maintenant x,, y, et z entre les équations du 
système 
D 
T0 n Zo — 1 é Uo 0 20 —1 * 25 
on obtient l'équation du cône cherché: 
x? y (z—1)2 


2 
=1, Zo = 3, 


396. Déterminer les surfaces définies par les équations ci-dessous 
et construire ces surfaces: 


a) x°+y*=4; b) HE + = 1; c)x2— y? =1; d) y = 2x; 


€) 22=y; À) 2+2=0; g) a +y=2y; h) +y=0; i) — 
— 2 —0; j) y2= xy. 

Réponse. a) Cylindre à base circulaire;  b) cylindre elliptique; 
c) cylindre hyperbolique; d). cylindre parabolique ; e) cylindre pa- 
rabolique ; f) cylindre parabolique; g) cylindre à base circulaire; 
h) l’axe des cotes x = 0, y = 0; i) deux plans bissecteurs x = 2z 
et zx = —z; j) deux plans y = 0 et y = x. 

397. Former les équations des lignes suivant lesquelles le cône 
à — or z? — 0 est coupé par les plans: a) y = 3; b) z = 1; 
c) z = 0. | : 


Réponse. a) [ x2+z2—9 b) f[ y2—x?=1, 
y= 3 (cercle) ; ne 4 (hyperbole); 
C) 2° — y? = 0, . 
+) (deux droites). 


398. Former les équations des cônes dont le sommet se confond 
avec l’origine des coordonnées, alors que les génératrices sont données 
par les équations: 


2 pe 
a) xz=a, y +z?=b?; b)y—b, P+r=a;ci=c, +=. 


; y, 22 x | mo 2 y on. 72 
Réponse. à) + ——=0; D) + =0; ©) + 
pp 2 

ue Eu 


3. Surfaces de révolution. Surfaces du second degré (quadriques). Si une 
courbe d’équation F (y, z) = 0, x = 0 située dans le plan yOz tourne autour 
de l’axe Oz, l'équation de la surface ainsi engendrée est de la forme 


F(V z2+yè, z)=0. 
D'une façon analogue, l'équation F (x, V/y° + z*) — 0 va définir une 
surface engendrée par la rotation d’une courbe d'équation F (x, y) = 0,z2—= 0 


autour de l’axe Ox, et l'équation F (V/ x? + z°, y) — 0, une surface engendrée 
par la rotation de la même courbe autour de l'axe Oy. 
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Ci-après sont données les équations des surfaces de révolution du second 
degré engendrées par la rotation d’une ellipse, d’i ne hyperbole et d’une parabole 
autour de leurs axes de symétrie. 

Ellipsoide de révolution 


l'axe de révolution coïncide avec l’axe Oz; l’ellipsoïde est aplati pour a > c; 
il est allongé pour a < c (lorsque a = c, l’ellipsoïde se transforme en une sphère). 


* 


Hyperboloïde de révolution à une nappe 


Re +. 
ce 
l'axe de révolution coïncide avec l’axe Oz (c’est l’axe imaginaire de l’hyperbole 
dont la rotation engendre cette surface). 

Hyperboloïde de révolution à deux nappes 


l’axe de révolution coïncide avec l'axe Oz (c'est l'axe réel de l'hyperbole dont 
la rotation engendre cette surface). | 
Paraboloïde de révolution 


2 + y? = 2ps; 


l'axe de révolution coïncide avec l'axe Oz. 

Les surfaces de révolution du second degré représentent un cas particulier 
des surfaces du second degré générales dont les équations canoniques sont don- 
nées ci-après. 

Ellipsoïde (rapporté à ses axes): 


PORT ru 


TE a! 
Hyperboloïde à deux nappes: 


Paraboloïde elliptique 
22 y? 
gi dors =2z (p>0, g>0). 


Outre ces quatre surfaces du second degré, les trois cylindres du second degré 
(elliptique, hyperbolique et parabolique) et le cône du second degré, il y a en- 
core une surface du second degré appelée paraboloïde hyperbolique dont l'équa- 
tion canonique est de la forme 


22 y? 
RE P>0, g9>0) 


On voit ainsi qu'il y a en tout neuf surfaces différentes du second degré. 
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359. Trouver l'équation de la surface engendrée par la rotation 
de la droite x + 2y = 4, z = 0 autour de l'axe Ox. 

Solution. La surface de révolution engendrée représente 
un cône de sommet M (4; 0; 0). Soit À (X; Ÿ ; Z) un point arbi- 
traire de la surface cherchée. Le point de la droite donnée correspondant. 
au point À sera le point B (x; y; 0). Les points À et B sont contenus 
par le même plan perpendiculaire à l'axe de révolution Ox. Alors, 
X =zx, Y? + Z = y. 

En portant les valeurs de x et de y dans l'équation de la droite 
donnée, on obtient l'équation de la surface de révolution cherchée : 


X + 92V Y? +7? = 24, 
ou 
4 (Y? +2?) — (X — 4) = 0, 
ou 
4Y2 + 472 — (X — 4) = 0. 


360. Quelle est la surface définie par l'équation 2° = yz? 

Solution. Effectuons une rotation des axes de coordonnées 
Oy et Oz (le sens de rotation est depuis!l'axe Oy vers l’axe Oz) autour 
de l’axe Ox d’un angle de 45°. Les formules de transformation des. 
coordonnées sont les suivantes: x = x’, y = y" cos a — z' sin @, 


z = y'sin& +2’ cos a. Vu que sin &« = cos «a ===, on a x = 2’, 


2 
y = E (y'—z"), =V2 (y’ + z'). Portons ces valeurs dans l'équa- 
12 2 
tion de la surface. On obtient x’? — _. — —. ou 
LS ee 
x 5 ; — 0 


(c'est un cône dont le sommet se situe à l’origine des coordonnées. 
et dont l'axe se confond avec l'axe des ordonnées). 

361. Trouver l'équation de la surface engendrée par la rotation 
de la droite 2y + z — 2 = 0, x — 0 autour de l'axe Oz. 

Réponse. 4x? + 4y? — (2 — 2} = 0. 

362. Trouver les équations des lignes d'intersection de la surface 


z = zx? — y? et des plans z = 1, y = 1, x — À, z — —1. 
Réponse. x?— y? = 1, z2+ 1 = x?, 
tr: trs 
y? = À —2, y?— x? = 1, 
= 1 ; Le 


363. Quelles sont les surfaces définies par les équations: a) z — 
= 2zy; b) 7° = xy? 
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Indication. Tourner les axes de coordonnées Ox et Oy 
autour de l’axe Oz d’un angle de 45°. 

Réponse.. a) Un paraboloïde hyperbolique; b) un cône ayant 
pour sommet l’origine des coordonnées. 

364. Trouver l'équation du paraboloïde elliptique dont le som- 
met se situe à l’origine des coordonnées et dont l’axe coïncide avec 
l'axe Oz si l’on donne deux points M (—1; —2; 2) et N (1; 1; 1) 
situés sur sa surface. 

Réponse. 3z = 2x° + y°. 

365. Former l'équation de l’ellipsoïde qui admet comme axes 
de symétrie les axes de coordonnées si l’on donne trois points 
A (3; 0; 0), B(—2; 5/3; 0) et C (0; —1; 2/V 5) situés sur sa sur- 
face. | 


; x? 2 z2 
Réponse. CI EL Dr nn =]; 


366. Trouver l'équation de la ligne d'’intersection des surfaces 
g=2— 12 — y et z = 2° + y?. 

Réponse. x° + y* = 1, z — 1 (c'est un cercle). 

367. Etudier les surfaces définies par l'équation z° + 2°? — 
= m (27 + y?) pour: a) m—=0;: b0<m<i; c)m>i; d)m< 
<0;, e)m= 1. 

Réponse. a) L’axe des ordonnées; b) un cône d'axe Oy, ayant 
le sommet à l’origine des coordonnées ; c) un cône d’axe Ox, ayant 
le sommet à l’origine des coordonnées ; d) l’origine des coordonnées ; 
e) un couple de plans se coupant suivant l'axe Oz. 


4. Equation générale d’une surface du second degré (d’une quadrique). 
L'équation du second degré par rapport à x, y et z est de la forme 
Az° + By? + C=° + 2Dyz + 2Exz + 2Fzxy +- 2Gzx + 2Hy + 2Kz + L = 0. 


Cette équation peut définir une sphère, un ellipsoïde, un hyperboloïde à une 
ou à deux nappes, un paraboloïde elliptique ou hyperbolique, une surface cylin- 
drique ou conique du second Du Cette équation peut aussi définir un ensemble 
de deux plans, un point, une droite, ou bien elle peut être privée d’interpréta- 
tion géométrique (elle peut définir une surface imaginaire). 
Si D=0,E = 0, F = 0, cette équation prend la forme 
Az° + By° + C2 + 2Gxz + 2Hy + 2Kz+ L = 0. 
Dans ce cas, l'équation peut être facilement simplifiée en effectuant une trans- 


lation des axes de coordonnées, ce qui permet l'établissement immédiat de son 
interprétation géométrique. 


368. Quelle est l'interprétation géométrique de l'équation 
LL AU + 92? + 12yz + Grz + 4xy — 4x — Sy — 12z + 3 = 0? 
Solution. L'’équation donnée peut s’écrire 
(x + 2y + 32)? — 4 (x + 2y + 32) + 3 = 0. 


Décomposons en facteurs son premier membre : 


(x + 2y + 3z — 1) (x + 2y + 3z — 3) = 0. 
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On voit que l'équation définit un ensemble de deux plans 
z+2y +3 —1—-0,z+2y + — 3 = 0. 
369. Quelle est l'interprétation géométrique de l'équation 
LH y + 2 — yz — xz — yx = 0? 
Solution. En multipliant par 2, on va écrire l'équation 
comme suit: 
2x? + Qu? + 22° — Dyz — 2rz — Dry = 0 


ou 
&— ++ (2 =0 
Cette équation n'est vérifiée que par les coordonnées de trois 
points pour lesquels les égalités x = y, y — z, x — z sont respectées. 
De cette façon, l'équation donnée définit la droite x = y = z. 
370. Quelle est l'interprétation géométrique de l'équation 


2 + pe + Let — Quy — 8z + 5 = 0? 
Solution. Ecrivons l'équation sous la forme 
où @œ@—y} +4(—1Ÿ = —-1 
Cette équation n’a pas d'’interprélation géométrique, car son 
premier membre ne peut pas être négatif quelles que soient les valeurs 
réelles de x, y et z. 
371. Mettre sous sa forme canonique l'équation de la surface 
| La? + Ou + 362! — 8x — 18y — 72z + 13 = (. 
S olution. Groupons les termes ayant les mêmes coordonnées : 
ue 4? — 2x) + 9 (y° — 2y) + 36 (2° — 22) = —13. 
Complétons les expressions entre parenthèses de façon à obtenir 


des carrés parfaits : 
& (x? — 2x + 1) + 9 (y — 2y + 1) + 36 (2° — 2z + 1) — 
= —13 +4 + 9 + 36 
ou 
Un e 4(@— 1) +9 (y — 1}? + 36 (2 — 1)? = 36. 
Effectuons une translation des axes de coordonnées en prenant 
O" (1; 1; 1) comme nouvelle origine. Les formules de transformation 
des coordonnées sont : 
z=2 +, y=y +i,z—=2 +1. 


On obtient l'équation de la surface 
4x? + 9y'? + 362? —= 36, 
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ou 
+ rt. 


L'équation définit un ellipsoïde dont le centre se sitüe à la nou- 
velle origine des coordonnées, tandis que ses demi-axes sont respecti- 
vement égaux à 93, 2 et 1. 

372. Mettre sous sa forme canonique l'équation de la surface 


2x? — y? — 4x + 8y — 22 = 0. | 
Solution. Groupons les termes contenant x et y: 
(x® — 4x) — (y?— 8y) = 2z. 
Complétons les expressions entre parenthèses de façon à obtenir 
des carrés parfaits : 
(x? — 4x + 4) — (y? — 8y + 16) = 2z + 4 — 16, 


(x — 2}? — (y — 4) = 2 (z — 6). 
Effectuons une translation des axes de coordonnées en prenant 
comme nouvelle origine le point 0” (2; 4; 6). Alors, 
z=2 +2,y=y +4, z=2 +6. 
On obtient l'équation x'? — y’? —2z" qui définit un paraboloïde 
hyperbolique. | 
373. Quelle est la surface définie par l'équation 
4x? — y? + 47? — 8x + 4y + 8z + 4 = 0? 
Solution. Groupons les termes contenant x, y et z: 
& (x? — 2x) — (y? — 4y) + 4 (7° + 22) = — 


Complétons les expressions contenues entre parenthèses pour y obtenir 
des carrés parfaits : ; 
4 (x? — 2x + 1) — (y? — 4y + 4) + 4 (2 + 22 + 1) — 
= —4 +4 —-4+A, 


&(x—1ÿ — (y—2} +4(z + 1} = 0. 

Effectuons une translation des axes de coordonnées en prenant 
en qualité de nouvelle origine le point O” (1; 2; —1). Les formules 
de transformation des coordonnées sont : x=2x " + À, y =y"+2, z— 
— g' — 1. L'équation prend la forme 


4x? — y? +47? = 0, 


ou 


ou 


ou 
y'2 
gr += 0. 


C'est l'équation d’une surface conique. 
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Trouver les surfaces Le par les équations ci-après. 

374. 2°? — L£y — xz + yz = 

Réponse. Deux plans z = y . T = 32; 

379. 2x? + 7° — 4x — 4z +4 = 0(. 

Réponse. Le cylindre à base circulaire (x — 2)° + (z — 2)? = 4. 

376. x? + 2y* + 22 — Dry — 2yz = (. 

Réponse. La droite x = y = z. 

377, 2? + y? — 72 — 2y + 22 = 0. 

Réponse. Le cône du second degré 2° + (y — 1) — (z — 1)? — 0 
de sommet S (0; 1; 1) dont l’axe est parallèle à l’axe Oz. 

378. x? + 2y? + 27° — 4y + 4z + 4 = 

Réponse. Le point (0; 4; —1). 

379. 4x? + y? — 7° — 24x — 4y + 2z + 35 = (. 

Réponse.\ L'hyperboloïde à une nappe dont l'équation canoni- 


y'2 
que est LEE 221. 


380. #4 3% + Y4+%H+2=0 

Réponse. L’ NPD SR à deux nappes dont l'équation canoni- 
que est x'? + y"? — 7°? — 

381. RL PNR 4z + 18 = 0. 

Réponse. Le paraboloïde de révolution d’équation canonique 

z'2 ne y'? 2 4z!. 

382. 9x? — 22 — 18x — 18y — 6z = 0. 

Fe Le paraboloïde hyperbolique d’équation canonique 
zx? — 0 — 2y'. 


Ca 


CHAPITRE IV 


ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE LINÉAIRE 


$ 1. Notion de déterminant d'ordre n 


Le déterminant d'ordre 4 correspondant au tableau d'éléments 
ji di2 13 di 
21 oo Gos au 
Ag 32 33 34 |° 
Ga4 ig is uk 
est déterminé par l'égalité “à 
Gy1 ja A3 A4 


doi 99 93 y 7 
=düyj"l a a a —(j9°| 4 a a 
A1 Ugo 33 34 11 32 433 d3k 12 31 33 “34 | 


a a, a a a a 
dy 12 43 4 42 3 4& Li 43 44 


G22 Uo3 Uoa doi og Ga 


dot oo Uo, doi oo Uo3 
@13"| 31 go ga |—Gy4'| A1 Ugo 33 
diy Gao Au | ai yo Auy3 


D'une façon analogue, à l’aide d’un déterminant d'ordre 4 on peut déterminer 
un déterminant d'ordre 5 et ainsi de suite. 

Les définitions du mineur et du cofacteur d’un certain élément de même 
que les deux théorèmes concernant les cofacteurs et formulés pour les détermi- 
nants d'ordre 3 restent valables pour un déterminant de n’importe quel ordre. 

Ainsi, en désignant par M, le mineur et par 4 ;, le cofacteur de l'élément 
ajn d'un déterminant d'ordre » (c'est un élément qui appartient en même temps 
à la j-ième ligne et à la k-ième colonne du déterminant examiné), on a 


Ajn = (—1)#8M pe 
Soit D un déterminant d'ordre nr. En le développant par rapport aux éléments 


de la j-ième ligne d’abord, et par rapport aux éléments de la k-ième colonne en- 
suite (en vertu du premier théorème sur le cofacteur), on obtient 


D =a;i4;; + aj2A jo + .…. +ajinAjin ; 
D = ainAin + GonAop +... +annAnr. 


D'autre part, lorsque j -£ à et k =£ L (en vertu du second théorème sur les cofac- 
teurs), on a 


aj1A ;1 + GjoÂ je + . ee + ZinAin = 0, 
dirA 11 + Zop À 21 + ... un nhAni = (. 
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Les RESDEItRe dont jouissent les déterminants d'ordres 2 et 3 et qui ont 
été JR ées à la page 63 restent en vigueur pour les déterminants de n'importe 
quel ordre. 


La solution d'un système d'équations linéaires 


a44T1 + Gore +... + aintn = bi, 
AT + Agoto +... + dontn = bo, 


An1T1 + An2t2 +... + anntn =Dn; 


dont le déterminant 


di 12 din 
Go oo don 

D — Æ 0 
An An2 Ann 


est donnée par les formules 
D, D, D; 


TT pr CE D NT TD 


Dans ces formules, D représente le déterminant du système, alors que D, (k — 
— 1, 2,..., n) désigne le déterminant obtenu en substituant la colonne des 
termes constants à la k-ième colonne (c'est-à-dire à la colonne des coefficients 
de l’inconnue à déterminer) dans le déterminant du système: 


dyy yo... Œ4,p1 Ùy Gi,h+i +. Ain 
_|@oy Goo ... ao,p-1 Do Go,h41 ... Gen 

Dr = 
ni An2 ... An, h-1 Dh An,h+1 Ann 


3 9712 

1 23 4 
—2 —332| 

1 35 4 


Solution. 1) Soustrayons les éléments triplés de la deu- 
xième ligne des éléments de la première ligne. 

2) Ajoutons les éléments doublés de la deuxième ligne aux élé- 
ments de la troisième ligne. 

3) Soustrayons les éléments de la deuxième ligne des éléments 
de la quatrième ligne. 

Ainsi, le déterminant initial devient 


0 —1 —2 —10 
1 2 3 4 
D=\G 4 9 40! 


0 1 2 0 
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Développons ce déterminant par rapport aux éléments de la 
première colonne : | 


—1 —2 —10 
D=—| 1 9 10|, 
1 2 0 


Ajoutons aux éléments de la première ligne les éléments de la troi- 
sième ligne et soustrayons les éléments de la troisième ligne des 
éléments de la deuxième ligne. Par suite, on obtient 


0 O 10 
O0 7 10 
1 2 O0 


Développons ce déterminant par rapport aux éléments de la pre- 
mière colonne 


De 


0 10 
= |, 10 | 


c'est-à-dire D = 70. | 
384. Calculer le déterminant 


12070 0 
132800 
04340 
00545 
00065 


Solution. Mettons en facteur les facteurs communs de la 
deuxième, de la quatrième et de la cinquième colonnes: 
1 4 O O0 O0 
3 14 3 O0 O0 
D=2.2.510 2 3 2 O|. 
| 0 0 5 2 1 
00031 


Soustrayons les éléments de la première colonne des éléments de la 
deuxième colonne: 
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Développons le déterminant par rapport aux éléments de la pre- 
mière ligne 
—2300 


2320 
a 


0031 


Ajoutons aux éléments de la deuxième ligne des éléments de la 
première ligne et mettons —2 (facteur commun des éléments de la 
première colonne) en facteur: 

130 0 


0620 
D= —40:,5 91: 
0031 


Développons le déterminant par rapport aux éléments de la pre- 
mière colonne : 
6 2 0 


D= —40.15 2 1|. 
0 3 1 
Soustrayons les éléments de la troisième ligne des éléments de la 


deuxième ligne et mettons 2 (facteur commun des éléments de la 
première ligne) en facteur: 


3 1 0 
D=— —80.15 —1 0|, 
0 31 


Développons le déterminant par rapport aux éléments de la troisième 
colonne : 


3 À 
D = — 80 5 _i so 
385. Trouver y en partant du système d'équations 
x + 2y + 3z— 14, 
y + 22 + 3t— 20, 
z2+ 214 3x— 14, 


t + 2x + 3y = 12. 

Solution. Ecrivons le système donné comme suit: 
x + 2y + 3z+0.6— 14, 
Oex+y+ 22 + 31 — 20, 
3z+0-y+zt2t = 14, 
2x + 3y+0.z+t — 12. 


8—01673 
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On trouve 


1 3 0 
0 2 3 
D=|, 1 2l” 


© = NN 


2 3 01 


Soustrayons les éléments doublés de la première colonne des 
éléments de la deuxième colonne, et les éléments triplés de la pre- 
mière colonne des éléments de la troisième colonne: 


| x . 1 23 12 3 
D= =|—6 —8 2/—(-—2).(—1).13 4 —1|. 

nb dl de à 16 —1 

dt =61 LS = 


Soustrayons les éléments doublés de la première colonne des éléments 
de la deuxième colonne, et les éléments triplés de la première colonne 
des éléments de la troisième colonne: 


1 O0  o . 
D=2.13 —2 —10|-2 — 2 (8-+ 40) = 96. 
hr ex 
1 4 — 24 
Trouvons D,;: 

1 1430 1 730 
0 20 2 3 0 10 2 3 
Dia 44 4 228 7 4 2 
2 4201 2 6 0 1 


Soustrayons les éléments triplés de la première ligne des éléments 
de la troisième ligne, et les éléments doublés de la première ligne 
des éléments de la quatrième ligne: 


1 7 30 


10 23 
p,-2l9 10 23) ,)_ 4 _8 ol 
0 —14 —8 2 eo . 
0 — 8 —61 
5 13 
=2.2.21—7 —42|. 
= = 


Soustrayons les éléments triplés de la troisième ligne des éléments 
de la première ligne, et les éléments doublés de la troisième ligne des 
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éléments de la deuxième ligne: 


17 10 0 17 10 
D, =8 { 2 0|—8 ! 2 | 192. 
— 4 —31 
D'où l’on tire 
Dy 192 
= = 9% — 2: 
386. Calculer le déterminant 
4 4 1 1 
a b c d 
a? b? c? d° 


a b% c° d° 


Solution. Soustrayons la première ligne multipliée par 
a de la deuxième ligne, la deuxième ligne multipliée par a de la 
troisième ligne, et la troisième ligne multipliée par a de la quatrième 
ligne : 
{ 1 1 1 
O b—a c—a d—a 


le O b2—ab c—ac d’—ad| 
O b— ab? c— ac d’'—ad? 
1 41 1 
—(b—a)(c—a)(d—a)-|d € d|. 
b? c2 d° 


Soustrayons la première ligne multipliée par b de la deuxième ligne 
et la deuxième ligne multipliée par b de la troisième ligne: 


1 { | 
V=(b—a)(c—a)(d—a)-.|0 c—b d—b 
O c?—bc d'—db 


11 
= (b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—b).|, |. 


Donc, 
V=(b—a)(c—a)(d— a) (ce — b) (d — b) (d — c). 
Il est aisé de voir que le déterminant examiné sera nul si, et seule- 
ment si, parmi les nombres a, b, c, d il y en a qui sont égaux. 
S* 
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387. Calculer le déterminant 
14 —2 3 4 
2 À —4 3 
8 —4 —1 —2|: 
4 3 2 —1 
Réponse. 900. 
388. Calculer le déterminant 
1 —1 — 1 — 1 
—1 —2 — 4 — 8! 


—1 —3 — 9 —27|: 


—1 —4 —16 —64 


Réponse. 12. 

389. Calculer le déterminant 
140 2 0 0 0 
12 140 2 O0 O0 
0 12 10 2  O|. 
0 0 12 10 2 
0 0 0 12 10 


Réponse. 21 280. 
390. Calculer le déterminant 


1+a { { { 
1 1— a { 1 
1 


{ { 1 { 
Réponse. a*b*. 
391. Résoudre le système d'équations 
y—32+4t— —5, 
z—22+3t—= — 4, 
3x + 2y — 5t— 12, 
4x + 3y—92—5. 
Réponse. x=1,y=2,z2—=1,1t— —1. 
392. Résoudre le système d'équations 
xz— 3y +5z—7t— 12, 
Sxz—90y+1z2—t —0, 
Ox—1y+ z2—3t—4, 


b 


1z— y+3z—5t— 16. 


Réponse. =1,y—=1, z = 0,1 — —2. 


[CH. IV 
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393. Résoudre le système d'équations 


ZT US, 
3y + 4z — 18, 
5z + Gu—=39, 
Ju Sv=-068, 
Qv + 107 — 55, 


Réponse. x=1,y=2,:=3u—=4,v0=5, 


$ 2. Transformations linéaires et matrices 
Les égalités | 
T = AZ + AyoY 
Y = Go + Gooÿ 
pren d’une façon linéaire les valeurs des variables x et y en fonction des 
valeurs des variables z' et y’. Ces égalités sont appelées transformation linéaire 


des variables x’ et y’. Elles peuvent être considérées en tant que transformation 
linéaire des coordonnées d’un point (ou d’un vecteur) dans le plan. 


Le tableau 
a=(" du 


do{ dog 


sera appelé matrice de la transformation linéaire examinée. 
Le déterminant 


dj1 io 
Da 
G21 oo 
est appelé déterminant de latransjormation linéaire. Dans ce qui suit, on posera 


DA 0 
On peut aussi considérer une transformation linéaire de trois variables 
(c'est-à-dire se placer dans un espace à trois dimensions) * 
= 4117" + Gyoy" + 4137”, 
Y = Q21T' + Goo)" + dos2', 
2= 37 —+-agoy" + 4332" 
de matrice 
di1 Ayo 13 
A—| as Goo Go3 
a31 32 433 


* On appelle souvent transformation linéaire les égalités'd'une forme plus 
générale 
z=@yit + ayoy" + a13z" + b4, 
Y = GT" + aooy" + a23z" + bo, 
2= 4342" + Ggoy" + 4332 + b3. 
Dans ce qui suit, nous allons examiner une transformation linéaire pour 


laquelle b; —b2 —b3=0. Dans les cours d'analyse fonctionnelle, cette trans- 
formation linéaire est appelée opérateur linéaire. 
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t de déterminant 
di1i 12 13 
D À = doi Goo Go3 . 


A31 32 33 
La matrice À est régulière si D4 = 0. Dans le cas contraire, elle est sin- 


gulière. 
sé #) 
dog Goo 


La matrice 
est appelée matrice carrée d'ordre 2, alors que la matrice 


dy1 dy2 13 
do1 og sa 
\a3t 32 33 

est une matrice carrée d'ordre 3. 

Pour plus de généralité, certaines définitions seront données pour les ma- 
trices d'ordre 3, leur application aux matrices d'ordre 2 pouvant être faite sans 
aucune difficulté. 

Si les éléments d’une matrice carrée satisfont à la condition a»; = 4», 
la matrice est dite symétrique. 

Deux matrices 


au1 12 43 Diy bo bis 
A=|ü@oy Goo ass] et B—|bo, Dos bos 
gi 432 Ag3/ b3t Vaso bas 


sont égales (A = B) si, et seulement si, leurs éléments respectifs sont égaux, 
c'est-à-dire lorsque a, = bm, (m= 1,2, 3: n = 1,2, 

La somme de deux matrices À et B est donnée par la matrice déterminée 
par l'égalité 


djy 412 13 by yo Dis ay Vis Go bio ais bis 
Goy ao Go |+| boy oo Dos |=| Go bo Goo boo oz bo]. 
agi 32 Ass b31 bz2 ss agi +31 ago tbao ass + bas 


Le produit d'une matrice À par un nombre m est donné par la matrice déter- 
minée par l'égalité 


di1 jo 413 mais Maya MAy3 
M°| @21 22 os | —| Moy Müapos Ma 
d31 32 433 masi Mauss Mass 
Le produit de deux matrices A ct B (AB) est défini par l'égalité 
ii Go 13 dy do Vis 
AB=| ao 99 üo3 |+| boy doo des | = 
a31 32 A33/ \b31 Use Vas 
3 3 CR 
Di Gbji D @jbje D) @jbys 
ÿ=1 j=1 j=1 
| 8 3 3 
” 
=| Ÿ aojbji D aojbje N, aojbys |. 
j=1 j=1 j=1 
3 3 3 
N! 


Q Q 
D asjbji N, asjbjo D, asjbjs 
j=i j=1 J=i 
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On voit que l'élément situé dans la i-ième ligne et la k-ième colonne de la matrice 
produit est égal à la somme des produits des éléments correspondants de la i-ième 
ligne de la matrice À et de la k-ième colonne de la matrice B. 

Le produit de deux matrices n’est pas soumis à la loi commutative, c'est- 
à-dire AB = BA. 

Le déterminant du produit de deux matrices est égal au produit des déterimi- 
nants de ces matrices. 

On appelle matrice nulle une matrice dont tous les éléments sont nuls: 


0 O0 0 
( (à ) = (0. 
0 0 0 


La somme de cette matrice et de n'importe quelle matrice À est égale 
à la matrice 4: 4 + 0 = 4. 
On appelle matrice unité la matrice 


14 O 0 
(0 1 o 
0 O0 1 


En multipliant cette matrice à gauche ou à droite par la matrice À, on 
obtient la matrice A: EA = AE = À. A la matrice unité il correspond la 
transformation linéaire identique: 


Gr, 
LA 

U=Yy,; 

2=2", 


Toute matrice carrée régulière (D À = 0) À possède une dite matrice inverse 
(elle est donc inversible). 

La matrice B est la matrice inverse d’une matrice À si le produit 4B est 
égal à la matrice unité: 4B = E 


Par rapport à la matrice 4, la matrice inverse se note 4 -1. 
La matrice inverse est donnée par la formule 


A1 Ao1 43! 
DA Da DA 
HE Ajo  A99 A3 
DA Da Da |’ 
A13  Ao3 A3 
DA Da DA 
où Amn est le cofacteur de l’élément an du déterminant de la matrice 4, c'est- 
à-dire le produit du mineur d'ordre 2, obtenu par suppression de la m-ième ligne 
et de la »-ième colonne dans le déterminant de la matrice À, par A1). 
Le produit des matrices À et À -1 jouit de la loi commutative, c'est-à-dire 
A-A-l= 4-14 = E, 
La matrice ci-dessous est appelée matrice colonne: 


Le produit AX est donné par l'égalité 


dj1 Ayo 13 T4 a11T1 + GyoTo + a1373 
AX =| do Goo d93 | -| Ze = | aoyti + asoto + a93t3 | . 


agi A39 33 T3 a31T1 + 39709 + 43373 


420 ELÉMENTS D'ALGÈBRE LINÉAIRE (CH. IV 


Le système d'équations 
dy171 + AyoTo + a13t3 = D, 
G21T1 Tr GoaTo + Gogts = Do, 
a31T1 + 43970 + a33Ts = ds 
peut être mis sous la forme AX = B, où 


di{ 12 13 T1 bi 
A=| ag do 3], X—|z1t|], B—|bl|. 
ai ago a33 T3 b 


La solution de ce système est de la forme X = 4-1.B (si Da = 0). 
L'équation caractéristique de la matrice 


11 12 13 
Goy oo os 
{31 432 433 


Gyy—h Gye dis 
Go G92 —À  Gog 


az ag A3 —À 


est 


= (0, 


Les racines À,, À, À de cette équation sont appelées nombres caractéristi- 
ques de la matrice. Elles sont toujours réelles si la matrice initiale est symé- 


trique. 
Le système d'équations 


-_… 


(a11 — À) £1 + G26e + Gs6s = 0, 

Gp161 + (sa — À) És + 00388 = 0, 

Ag161 + Asobe + (ass — À) Ës = 0 
où À prend l’une des valeurs À,, À:, À3 et dont le déterminant, en vertu de ce 
fait, est égal à zéro, définit un triplet de nombres (Ë,, £:, Es) qui correspond 
au nombre PE en donné. 


Le triplet (E,, £c, Ës) définit le vecteur r = £,i + E.j + £k appelé vec- 
teur propre de la matrice. 


394. Trouver la somme des matrices 


3 971 12 4 
4 32 —10 1 


Solution. Ona 
3+1 5+2 7 +4 4 7 
A+tB=12+2 —1+3 0—-21-142 — 2 
4&—1 3+H0 2 +1 3 3 3 
395. Trouver la matrice 24 + 5B si 


AE) 
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Solution. Ona 
24 = (: ") sB— Fr " 24+5B= |, 4) 
7 \8 2/° NS A0) _ \43 —8) : 
396. Trouver les produits des matrices AB et BA si 
4 3 1 2 1 0 
a (2 (Q ) a 8-[ —1 ). 
4: 2 3 3 2 À, 
Solution. Ona 
/1-.2+3.1+1.3 1.143(—1)+1.2 1.0+3.2+1.1 
an featorés 2-1+0(—1)+4.2 IE 
1.242.1+3.3 1.1+42(—1)+3.2 1-0+2-2+3.1 


8 07 
[ss 10 s]. 
13 5 7. 
2.144.210.1 2.341.0+0.2 2.1-+1.440.3 
pa (4242. 1.3—1.0+2.2 PAIE 
3.14+2.2411.1 3.3-42.0411.2 3.14+2.4+1.3 


4 6 6 
-(: ) 
8 11 14 


397. Trouver 4° si À — ( A 
Solution. Il faut avoir en vue que 


AT= A-A.A.....A. 


m fois 


On obtient 
#=( : # = (514 6 + )= ‘41 … 
- (M 4 1 4) = (84e 2446) (74) 
Fe ke " k )= Dre his) = {x N 
7 \ 7 418} \1 4) \21+18 14+72) \39 86} ” 
398. On donne la transformation linéaire 
z=2 +y +2, 


=z +y", 
Z = ZT 
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et les points (1; —1; 1), (3; —2; —1), (—1; —2; —3) dans le 
système de coordonnées {x’, y’, z'}. Déterminer les coordonnées 
de ces points dans le système de coordonnées {x, y, z}. 
Solution. En portant les coordonnées des points dans 
les égalités qui déterminent la transformation linéaire donnée, on 


obtient: si x’ — 1, y — —1, z' — 1, alors x = 1, y — 0, z — 1, 
c'est-à-dire (1; O0; 1); si x — 3, y’ — —9, z° — —1, alors x — 0, 
y = 1, z— 3, c'est-à-dire (0; 1; 3); si x’ — —1, y’ — —2, z' — 


— —3, alors x——6, y——3, z—=—1, c'est-à-dire (—6; —3;—1). 
399. Ecrire la transformation linéaire de l'exemple précédent 

en passant du système de coordonnées {x, y, z} au système {x’, y”, z'}. 
Solution. On a: 


x' = z (d’après la troisième égalité); 
y" = y — z (on soustrait la troisième égalité de la deuxième); 


x — y (on soustrait la deuxième égalité de la première). 
400. On donne Ia transformation linéaire. 


z=x + 2y, 
y —= 3x" + 4y'. 


Quels sont les points où cette transformation linéaire ne fait pas 
changer les coordonnées? 


Solution. Il faut trouver x et y si r=zx, y = y, ou 
x = x + 2y, y = 2x + 4y. Par suite, zx = x =0, y = y = 0. 
401. Quels sont les points où la transformation linéaire 
x = 3x —2y", 
y = 5x — 4y' 
ne fait pas changer les coordonnées? 
Solution. On a x — 3x — 2y, y — 5x — 4y. Par suite, 
z—=y—x = y", c'est-à-dire la transformation linéaire ne fait 


pas changer les coordonnées aux points ({; {) dont les coordonnées 
sont égales entre elles. 


402. Trouver la valeur du polynôme matriciel 
1 1 2° 
2424 3A4L5E pour A=|]1 3 1| si Æ est une 
4 4 1 


matrice unité d'ordre 3. 
Solution. On a 
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20 12 10 3 3 6 
242— |16 22 |. sa 3 9 31, 
18 16 20 12 3 3 
1 0 OV 7/5 0 0 
so so)-(o5 0). 

0 0 1 0 05 


{28 15 16 
242+L3A+5E = ( 36 s | . 
30 19 28) 
403. On donne deux transformations linéaires 
ZT = QyyT" + Gyo” 2 = Lit" + Lio”, 
et 
Y = QoyT" + Geo ÿ'= Ut" + boy”. 


En portant x’ et y’ de la deuxième transformation dans la première, 
on obtient une transformation linéaire où x et y sont exprimées 
en fonction de x” et y”. Montrer que la matrice de la transformation 
obtenue est égale au produit des matrices de la première et de la 
deuxième transformations. 

Solution. Ona 


x = Q44 (0332 + Vioy”) + Qio (Uo1T" + Voaÿ") == 
—= (@41044 + yolos) 2° + (Qysie + Ayoboe) Y”, 
y = ay (0447 + Do") + Gao (D1Z" + Daoy”) = 
= (Go4044 + Gooba4) 2° + (Gasdyo + GaoDoo) V”. 


La matrice de la transformation linéaire obtenue est de la forme 


( 
(ann + Ayodor Guidie +” ot 
Gyd11 + Goodar Gaidie + Gooboo 


or, cette matrice représente le produit des matrices 
(“1 me) el (2 pue) 


Co oo Day Oo 


404. On donne la matrice (' | 
ristiques et ses vecteurs propres. 
Solution. Formons l'équation caractéristique 


o—h 2 
4 3—À 


| . Trouver ses nombres caracté- 


= 0 ou (5—À)(3—A)—8—0, 
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c'est-à-dire À? — 84 + 7 = 0. Les nombres caractéristiques seront 
M = 14, À = 7. En partant du système d'équations 


(5— A) +2 = 0, 
LE +(3—1)E = 0, 


on trouve le vecteur propre correspondant au premier nombre caracté- 
ristique. Etant donné que À; = 1, la relation qui lie E; et Ë; est la 
suivante: 26, + E = 0. 

Posons £, = « (x est un nombre arbitraire) ; on obtient E, — —2x 
et le vecteur propre correspondant au premier nombre caractéristique 
À, = {À sera r, = œi — 2ai. 

Trouvons le deuxième vecteur propre. On a 


{ AE + (8 — A) & = 0. 


En substituant dans ce système la valeur de À, = 7, on arrive 
à la relation 5 — & — 0, c'est-à-dire Ë = &; = $. Le vecteur 
propre correspondant au deuxième nombre caractéristique sera r, = 
= fi + fi. | - 

405. Trouver les nombres caractéristiques et les vecteurs propres 
de la matrice 


3 —1 1 


—1 5—1|, 
1 —1 3 


Solution. Formons l'équation caractéristique 
3—À —1 {| 

—15—X —1|—0 
4 —1 3—À 


9 


ou 
BG—-VI6—-VB—-1—11+(—-3+2+1 +(—5+2)—= 
= (,. 
Quelques transformations élémentaires nous permettent d'écrire cette 
équation sous la forme 
(3 — À) (A? — 8X + 12) = 0, 
d'où 
‘A =2, à = 3, À = 6. 


On obtient le vecteur propre correspondant au nombre caracté- 
ristique À, = 2. 
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En partant du système d'équations 


EH — 6 +60, 


G— +6 = 0 
(l'une des équations de ce système se déduit des deux autres et peut 
donc être écartée), on a Ë, = 0, £, = —E;. On pose Ë£; = « ; alors 
E, = 0, Ë, = —a et r, — ai — ak. 


On trouve le vecteur propre correspondant à À, = 3. On obtient 
le système d'équations 


—E+E=0, 
—E+2E—E=0, 
E—£=0 


(l’une de ces équations se déduit des deux autres) d’où l’on tire 
EEE =petr=Bi+Bi+Bk 

On trouve le vecteur propre correspondant à À, = 6. Formons 
le système d'équations 


— JE, —E5 + E5 =0, 
_—… 1 — 2 — 63 =0, 
? —à5 365 —0 


(on voit à nouveau que l’une des équations données se déduit des 
deux autres). 

En résolvant ce système, on obtient E! = y, Ë 
= vetrs = vi — 2yi + vk. 

Ainsi, les vecteurs propres de la matrice donnée sont: 


n=a(i—-k);r=p(i+i+k);r =v(G— 2j +k), 


où «&, B, y sont des facteurs arbitraires différents de zéro. 


"1 
2 


— —2Y, ET — 


9 2 2 
406. On donne la matrice À — 1 3 1]. Trouver la matrice 
5 8 4 
inverse. 
Solution. On calcule le déterminant de la matrice À: 


3 2 2 
Da=l1 3 1[—27+2—24-5. 
5 3 4 
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Les cofacteurs des éléments de ce déterminant sont les suivants: 


3 1 2.2 
Au=|; 4 = 9, 494 — — 3 4 = — 2, 
2 2 
Au =|; | —4 

4 14 1 1 A 3 2 
DT 5 4 ms 20 5 | 3 
3 2 
Ag = — " 1 = — À 
3 3 2 
A3 — 5 3 — — 12, A33= — 5 3 = 1, 
3 2 
A33 = A 3 — 7. 
Par conséquent, ’ 
9/5 — 2/5 —4/5 
A7i — 1/9 2/5 “16 | . 
\ — 12/9 1/5 7/5 


407. Résoudre le système d'équations 
2x + 3y+2z=9, 
x + 2y— 3z— 14, 
32+4y+ 2—= 10, 


en le mettant sous forme d’équation matricielle. 
Solution. Ecrivons le système sous la forme 4X = B, où 


23 2 z 9 
a-[: =). (fs) p-{s) 
3 4 1 z 16 


La solution de l'équation matricielle est de la forme X = 4-'.B. 
On calcule 4A7!. On a 


2: 5 2 
D, =|1 2 —3|—28—30—4——6, 
3 4 1 
Calculons les cofacteurs de ce déterminant : 
2 —3 3 2 
Au=ff Tilmté Auf Pl 25 
aol 2 
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1 —3 2 à 
A9 = — 3 [= 10. A0 = = —4, 


3 1 
2 2 
ta 
as=|; 2, 4 h 4 
189 474 a — lo |": 
3 
À 33 = 9 = À. 
l’'ar suite, 
14 5 —13 
aie + | —10 > s]. 
— 2 { 1 
d'ou 


126 +70 —208 12 2 
-+(-" 56 +) + (1) | 2 
—18 +14 +16 12 =9 


Donc, zx = 2, y = 3, z — —2, 
408. Normer le vecteur x = 3i + 4j + 12k. 


Solution. Normer le vecteur x = E,i + &.j + E.k veut dire 
trouver le vecteur unitaire ayant le même sens et direction que le 


vecteur donné. Ce vecteur unitaire sera 
ue Eri+Éoi +Ësk 
0" VEFE+E 
d:2 4, 12 
Dans notre cas, X=sitgitsk 


$ 3. Réduction à la forme canonique 
des équations 
générales des courbes du second degré (des coniques) 
et des surfaces du second degré (des quadriques) 
Les expressions 


o a 
1° + Z@&aTy ++ Gooÿ* 
et 


0 a a 
12° + Gooÿ” À Ag + por + 201375 + Sapsyz 


sont appelées formes quadratiques respectivement à deux et à trois variables. 
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Les matrices symétriques 


a a « 
ag = (91 HAE OÙ Goy—=@1o; 


et 


dy 12 43 

AŸ= | ao Goo ü23 | OÙ api — 49, a31—@13 et ass — ass 
31 32 433 

sont appelées matrices de ces formes. 

Par une transformation linéaire des variables, les formes quadratiques peu- 
vent êtro transformées en formes qui ne contiennent pas de produits des nou- 
velles variables (on dit, dans ce cas, qu'elles sont réduites à une somme algé- 
brique des carrés) ; autrement dit,la forme quadratique à deux variables s'écrit 


Az + Aoy'?, 
alors que la forme quadratique à trois variables peut s’écrire 
Ar? + ho? H Àaz'2, 


Dans ce cas, les coefficients À, À, À4 représentent les nombres caractéristi- 
ques des matrices des formes correspondantes. 

La transformation linéaire correspondante des variables peut être trouvée 
de la façon suivante: on détermine le triplet (pour une forme quadratique à deux 
variables, le couple) de vecteurs propres deux à deux orthonormés associés aux 
nombres caractéristiques À, ko, À3: 


er = Gi + Bd + ik, 
ea — oi + Boj + Yak, 
es — Qi + Bai + Ysk. 


Etant donné que les vecteurs e,, e, e: sont orthonormés, les identités 
a +B+yvit, i=1,2,3; 
a + BB; + VV = 0, i, j = 1, 2, 8, iÆ)j 
doivent être vérifiées. Alors la matrice de transformation des variables prend 


la forme 
Qi Oo 3 
S (5 Be a) 
V1 Ye Y3 


autrement dit, il faut poser 
TZ = AZ” + Aoy + 7”, 
y — B1z" —+ Boy" + Paz’, 
2= Yt" + Yay + Ys2”. 


(Toutes ces formules deviennent plus simples lorsqu'il s’agit de deux variables). 
Une telle transformation des variables est appelée transformation linéaire 
orthogonale, le déterminant de sa matrice S étant égal à +1 (Ds = +1.) 

C'est justement cette transformation qui est utilisée pour mettre sous forme 
canonique l'équation générale d’une courbe ou d’une surface du second degré. 
Dans ce cas, si l’on désire conserver l'orientation réciproque des nouveaux axes 
de coordonnées, la matrice S de la transformation doit satisfaire à une condition 
supplémentaire: Ds = +1. 

La réduction de l'équation d’une courbe ou d’une surface du second degré 
à la forme canonique se fait comme suit: 
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a) on trouve la transformation linéaire orthogonale des coordonnées, qui 
amène la forme quadratique des termes de degré le plus élevé dans l'équation 
de la courbe ou de la surface à la somme des carrés, et l’on effectue la substitu- 


tion correspondante dans l'équation. Cela permet d'éliminer les termes conte- 
nant les produits de coordonnées; 


b) ensuite, on effectue une translation des nouveaux axes de coordonnées 
(dans l’espace, il est parfois nécessaire d'effectuer une rotation supplémentaire 


de deux axes dans l’un des plans de coordonnées) et l’on amène l’équation à la 
forme canonique requise. 


409. Mettre sous forme canonique l’équation de la courbe du 
second degré ci-dessous : 


51° + 4zy + 8y° — 32x — 56y + 80 = 0. 


Solution. Dans ce cas, la matrice des termes de degré 


le plus élevé est : 
af 
7 |(2 8/° 


On forme l'équation caractéristique de la matrice 
D—A 2 
| 2 S—A 
c'est-à-dire À? — 13X + 36 = 0. 


On trouve les nombres caractéristiques À, — 4, À, — 9. En 


posant À, = 4, pour déterminer le vecteur propre correspondant, 
on obtient le système d'équations 


& + 262 = 0, 


a 


2E, + 4E: — 0, 
d'où l’on tire E, — —26,; en posant Ë, — —«a, il vient E, — 2a 
et r, = & (2i — j). On norme le vecteur r, : 
4 — Es 1 
V5 V5. 


En posant À, = 9, pour déterminer le deuxième vecteur propre, 
on obtient le système d'équations 


— An + 27: = 0, 
2n: ie 0, 
d'où l’on a n: = 2n,etr, = B (i + 2j). En normant ce dernier, on a 
d:. 2: à 
€2 — 75 LE 75" 
Les vecteurs e, et e, sont orthogonaux : 


€: €) —— 0. 
D--01673 
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Utilisons maintenant les vecteurs propres orthonormés pour former 
la matrice de la transformation des coordonnées 


2 4 
V5 V5 

de ER Ro. 
VS VE 


D'où l'on a 
= 2 pr À; DR NS L 
V5 V5 V5 V5 


Portons les valeurs de x et de y dans l'équation de la courbe: 


5 (+ ty) +a (er + av) x 


astres (asia) - 


{ 2 1 1 
—32(—- x — y })—56[ —— 7x mr ) 80 = 0. 

Ty 5 ) Ty SU )T 
En ouvrant les parenthèses et en réduisant les termes semblables, 
on trouve 

8 144 
4x2 + Qy'2— 2x — y" +80 —0. 
we V5 V + 
Remarquons que, dans l'équation transformée, les coefficients 

de x’? et de y’ (il fallait d’ailleurs s’y attendre) sont représentés 
par les nombres caractéristiques À, et À.. Ecrivons cette équation com- 


me suit : 
9 


FD TS / r__ 16 ’ = — 
& (x 73° ) +9 (y TEL ) + 80 — 0. 
Complétons les expressions entre parenthèses de façon à obtenir 
des carrés parfaits 
RE 12 16. , 64 64 : 
4 (a? ++=—+)+9 (v 73° d. + )+80=0, 
ou 


Effectuons une translation des axes de coordonnées en posant 


z'=r——— ——; 


V5 ? y. — y RE ? 
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on obtient 
4x"2+9y"2—=36, 
ou 
z"2 , y2 
CHE ou 
(c'est l'équation canonique d’une ellipse). 
410. Mettre sous forme canonique l’équation de la courbe ci-des- 


SOUS : 
Ox° + Dry + 16? — 2307 + 110y — 225 = 0. 
Solution. L'équation caractéristique est de la forme 
9—2 12 
| 12 16—X 
Pour À = 0, on obtient le système d’équations 
JÉ: + 12E = 0, 
128: + 16E, = 0. 


| = 0, ou À2—251—0, c'est-à-dire À —0, À = 25. 


Chacune de ces équations se réduit à ë = + Par suite, le vecteur 
propre de la matrice sera r— «@ (4i — 3j) et le vecteur propre normée, 
sera obtenu pour & = = | 

e, — Li — Li. 


Pour À = 25, on obtient le système d'équations 


— 1613 + 127: = 0, 
12n: — 9n2 = 0. 


Ce système nous permet de trouver d'une façon analogue le deuxième 


vecteur propre normé e, = Li + L; (e,-e, = 0). 
La matrice de la transformation des coordonnées est de la forme 
4 3 
5 5 
S — __3 4 (Ds = +1); 
5 


et les formules de transformation sont 
en 4 , 3 ’ 
T = 5 ZT + 5 UE 


Rs — 
= EI +RU. 
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En récrivant l'équation de la courbe sous la forme 
(3x + 4y)? — 230x + 110y — 225 = 0, 
on passe aux nouvelles coordonnées : 
, CT à y D; 4  , 
25y2— 230 (+z + y }+110(—£x ++ y ) — 225 = 0. 

On réduit les termes semblables et l’on simplifie par 25 pour 

aboutir à l'équation 
y? — A10x' — 2y" — 9 — 0. 

Cette équation peut s’écrire (y — 1)? — 10 (x’ + 1). On effectue 
une translation des axes de coordonnées et l'on choisit O0" (—1; 1) 
comme nouvelle origine. Cela nous amène à l'équation canonique 
de la courbe donnée: y”? = 10x” (c'est une parabole). 


411. Mettre sous forme canonique l'équation de la surface sui- 
vante : 


8x? + Sy? + 32° — 2ry + 2xz — 2yz — 12x — 10 = 0. 


Solution. Dans ce cas, la matrice des termes de degré 
le plus élevé figurant dans l'équation de la surface est de la forme 


A { 
| — D —1 |; 
4 —1 3 / 
les nombres caractéristiques de la matrice sont déterminés en partant 
de l'équation 
3—X —1 { 
—1 5—X —1|—0, 
14 —1 3—XÀ 
qui est amenée à la forme (3 — À) (4? — 8A + 12) = 0; on en 
tire M = 2, À, = 3, À3 = 6. 
Pour À = 2, on obtient le système d'équations 
Ui— Us +u3=0, 
— Uy + 3uo — u3 = 0, 
Ui— Us +u3—=0. 


A cette valeur de À il correspond le vecteur propre (&œ; DO; —a). 


1 1 
Le vecteur propre normé sera e, = ——i — ——k. 
V2 V2 
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Pour À — 3, on a le système 


EE Ve + vs = 0, 
— Vi + 2ve — V3 = 0, 
Uy— Vo — (, 


et l’on trouve le ar vecteur er normé 


= PS rs 7e + —— EL 
Les vecteurs e, et e, sont orthogonaux: e,-e, = 0. 
Pour À — 6, on obtient le système 
— 3Wy—Wo+ Ws=0, 
— Wi—Wo— Wy=0, 
Wy — Wo — SWs = 0. 


Le troisième vecteur propre 7 sera 


1 
= = j+—— 
V6 74 7 F* 
les vecteurs e,, e,, e,; étant deux à deux orthogonaux: e,-e; = 0, 


e,°e3 = 0. On trouve la matrice de la transformation des coor- 
données 


| 1 4 
2 V3 V6 
: Qu 2 
LA 3 V6 
__1 le 
V VS Del 3 V6 
Les formules de NN TS D Souris ainsi obtenues seront 
"VE ARTE vi st 7e 6 
y ne Ru 
VÆ 7 
1 


, 1 ; | ; 
RUN 
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Arr 5 MY) 
+2( + ++: z')(— HSE LEUR 
Are ee 
-N(r+-v +: )—10=0, 


ou 
2224 3y°2+ 672 — 6 2x'— 4 V 3y —2V 67 —10—0. 


Les coefficients de x'°?, y’? et z'?, comme il fallait s’y allendre, 
sont respectivement les nombres À,, À, À,. Ecrivons l'équation 
comme suit 


2 (x? — 75 r')+38 (y° M: )+6 (7 7) 10; 


après avoir complété les expressions entre parenthèses de façon 
à obtenir des carrés parfaits, on a 
)” 


2(r——) +8 (1-7) +67) 0% 


En effectuant une translation des axes de coordonnées, il vient : 


L'=L'+——, Y'=y + PP 
DE V3 LÉ 
En divisant l'équation par 24, on obtient l'équation canonique d'un 


ellipsoïde : 


412. On donne la matrice 


o 8 4 
a-(s2s) 
7 60 


Trouver une matrice B telle que la somme À + B donne la matrice 
unité. 


—4 —8 —4 
Réponse. s-(-: — 1 =) 
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413. On donne la matrice 


211 
A = F 2 | : 
1 12: 
Calculer la somme des matrices A+ A+E. 


9 66 
Réponse. ( 9 6 

6 69 
414. On a la matrice 


10 20 —30 
a 0 10 7 F 
0 O 10 
Trouver son inverse. 


Réponse. 0 4/10 —1/5 
0 0 1/10 


415. Deux transformations linéaires sont données: 
T= Q442" + Gyoÿ' + Aus”, Z' = Day" + bioy" + Disz”, 
Y = Got” + Apoÿ" + Qos2', Ct Y° = bat" + Dooy” + Dasz”, 
2 = Q342° + Asp] + 332” 2 = 03T" + bsey" + Dssz”. 


L ’ 


En portant x’, y’, z' de la deuxième transformation dans la 
première, on obtient une transformation linéaire où zx, y, z sont 
exprimées par x”, y”, z". Montrer que la matrice de la transforma- 
tion ainsi obtenue est Gale au produit des matrices de la première 
et de la deuxième transformations. 

416. Trouver les nombres caractéristiques et les vecteurs propres 


normés de la matrice (È Aa 


1/10 — 1/5 1 


Rénonse. led: Muasdts en pet ont Si 
L 
F7 j. 


417. Trouver les nombres caractéristiques et les vecteurs propres 


de la matrice 
113 
l 5 1 
3 11 
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Réponse. À = —2, À, = 3, 3 = 6; mn =a{(i—k);r, — 
=$p(—-)j+k),r=v(G+2i+k). 

418. Mettre sous forme canonique l'équation de la courbe du 
second degré 


OZ? + Cry + 5y? — 167 — 16y — 16 = 0. 
Réponse. + = 1. 


419. Résoudre le système d'équations 


3x + 4y = 11, 
Dy + 6z = 28, 
xz+2z —7, 


en le mettant sous forme d’équation matricielle. 
Réponse. x = À, y — 2, z = 8. 
420. Mettre sous forme canonique l'équation de la courbe du 
second degré 


72? + 161y — 23y? — 14x — 16y —218 = 0. 


2 z"2 
Réponse. ————1. 


421. Mettre sous forme canonique l'équation de la courbe du 
second degré 


2? + 2xy + y? — 8x + 4 = 0. 


Réponse. y"? = 2V 2x”. 
422. Mettre sous forme canonique l'équation de la surface du 
second degré 
2? + 5y? + 22 + Dry + 6xz + I2yz — 6 = O0. 


Indication. Les formules de transformation des coordon- 
nées sont les suivantes : 


1 
Er: MÉUNT LT di 
y= — 5 + y 
V3 V6 
1 / | / 1 ’ 
2 F7" 


12 


Réponse. Er u — { (hyperboloïde à une nappe). 


423. Mettre sous forme canonique l'équation de la surface du 
second degré 


22° + y? + 27° — Dry — 2yz + x — 4y — 3z + 2 = 0. 
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Indication. Les formules de transformation des coordon- 
nées sont 


1 ? Pu { 
FT VE Æ VE Én 
D. 1 _. 
1 — + 
ohne LÉ: er: © 


Réponse. 2y"? + 32"? = V 6x" (paraboloïde elliptique). 
424. On donne la transformation linéaire 


x = 6x" + y" — 22, 
y = —18zx" + 2y' + 62’, 
z = 2x" + 2y". 
Quels sont les points dont les coordonnées seront doublées à la suite 
de cette transformation ? 
Réponse. (t; 2t; 3t), où t est un nombre réel arbitraire. 
425. On donne deux transformations linéaires : 
xz—=x + y" +27", z= 2x" + 22’, 
y=z +2y +62", et y—=x" +3y +47", 
— 22" + 3y' zx" + 3y" + 22’. 
Trouver les points pour lesquels chacune de ces transformations: 
donne le même résultat. 
Réponse. (2t; 2t; t), où t est un nombre réel arbitraire. 


426. Trouver les points dont les coordonnées ne sont pas chan- 
gées par la transformation linéaire : 


x—zx Cosaœ—y'sin«, 
y—=zx"sinœ+y" cos œ. 


Réponse. (0; O0). 
427. Trouver le lieu géométrique des points dont les coordonnées. 
sont permutées par la transformation linéaire ci-dessous: 


z—zx Cosaœ—y"sin«, 
y=x" sina+ty cos a. 


Réponse. La droite x’ cos & — y’ (1 + sin «) = 0. 
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$ 4. Rang d’une matrice. 
Matrices équivalentes 


On donne une matrice rectangulaire 


jy (2 --. Ain 

doy Ao2 on 
A= e 

Ami m2 ::: Amn 


Séparons dans cette matrice k lignes et 4 colonnes arbitraires (4 < m, k < n). 
Le déterminant d'ordre k constitué par les éléments de la matrice À disposés 
aux points d’intersection des lignes et des colonnes séparées est appelé mineur 
d'ordre k de la matrice A. La matrice À possède CA -Ck mineurs d'ordre k. 


Examinons tous les mineurs possibles différents de zéro de la matrice À. 
‘On appelle rang de la matrice À l’ordre le plus élevé dont bénéficie l’un (ou 
plusieurs) de ses mineurs différents de zéro. Si tous les éléments de la matrice 
sont nuls, cette matrice est de rang zéro. 

Tout mineur non nul dont l’ordre est égal au rang de la matrice à laquelle 
il appartient est appelé mineur de base de cette matrice. 

Désignons par r (4) le rang de la matrice 4. Si r (4) = r (B), on dit que 
les matrices À et B sont équivalentes, ce qui se note 4 © B. 

Il est utile d’avoir en vue que le rang d’une matrice ne varie pas à la suite 
des transformations élémentaires telles que: 

1) remplacement des lignes par des colonnes et des colonnes par les lignes 
-correspondantes ; : 

2) transposition des lignes de la matrice; 

3) suppression d'une ligne dont tous les éléments sont nuls; 

4) multiplication d’une ligne quelconque par un nombre différent de zéro; 

5) addition aux éléments d’une ligne des éléments correspondants d’une 
autre ligne. 


428. Déterminer le rang de la matrice 


123 4 
246 8 
3 6 9 12 


Solution. Tous les mineurs d'ordre 2 et 3 de cette matrice 
sont nuls, car les éléments des lignes de ces mineurs sont propor- 
tionnels, alors que les mineurs d'ordre 1 (les éléments mêmes de la 
matrice) sont différents de zéro. Il s'ensuit que le rang de la matrice 
«st égal à 1. ; 

429. Déterminer le rang de la matrice 


1000 5 
0000 01. 
200011 


Solution. En supprimant dans cette matricela deuxième 
ligne d’abord, la deuxième, la troisième et la quatrième colonnes 
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1 5 
ensuite, on obtient la matrice k À qui est équivalente de la 


matrice donnée. Vu que — 1 0, la matrice donnée est de 


2 11 
rang 2. 
430. Déterminer le rang de la matrice 


307 
(23) 
135 


Solution. Additionnons les éléments correspondants de la 
première et de la troisième lignes: 


3 9 7 4 8 12 
25)-{: ). 
135 13 9 


Divisons par 4 les éléments de la première ligne: 


3857 123 
(es){r25). 
135/ \135 


Soustrayons des éléments de la première Jigne les éléments cor- 
respondants de la deuxième ligne: 


3 9 7 000 
25)-{12:) 
135 135 


Supprimons la première ligne: 
3 9 7 123 
ei Ne: 
135 


La dernière matrice est de rang 2, car, par exemple, 


La 
RER 


Il s'ensuit que la matrice donnée est aussi de rang 2. 
431. Déterminer le rang de la matrice 


4322 
0211). 
0033 
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Solution. Soustrayons des éléments de la quatrième colonne 
les éléments de la troisième colonne: 


43202 4 32 0 
fossi)-fozso). 
0033 0030 


Supprimons la quatrième colonne 


4322 4 32 
ossi)-(o2). 
0033 003 


432 
021 
003 


Vu que 


= 2450, 


la matrice est de rang 3. 
432. On donne la matrice 


1020 -3 0 
soso: 0). 
2040 —6 0 


Déterminer le rang de cette matrice et trouver ses mineurs de base. 
Solution. Ona 


10200 1020 1020 1020 
osozo)-(os02)-fo102)-(0102)- 
20400 2040/ \1020 0000 


1020 
“hs 2]: r(A)=2. 


Les mineurs de base de cette matrice sont ses mineurs d'ordre 2 
différents de zéro : 


ri re dl Us 


01||02/|10|]'|02/|? 
011 102] [1401 |02 
ind 04/ 140 | 


On voit ainsi que la matrice À possède 8 mineurs de base. 
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433. Combien de mineurs d'ordre 2 la matrice ci-dessous a-t-elle ? 
f Ai1 y 13 
À = [ce Us A3 ll. 
A31 Ugo 33 


Ecrire tous les mineurs d'ordre 2 de cette matrice. 
Solution. La matrice donnée possède Ci:Ci = 3-3 = 9 
mineurs d'ordre 2 que voici: 


Aoo og do dos | ny oo | 
Ag A3s |” | Gas ss |” | As G3o |” 
dis dis | di 13 | di1 yo | 
32 33 agi 33 |” | As A3 |” 
dy is | i1 13 dy1 yo | 
oo oz G21 os |” | Gui Goo 


434. Déterminer le rang de la matrice 
À OÀ —XÀ 

a-| 2h À vi) | 
—) —2\ —3X 


Réponse. r(4) =0 si À=0; r(4)=2 si À #0. 
435. Déterminer le rang de la matrice 


1236 
se). 
\3 4 2 6 


Réponse. r (A) = 3. | 
436. Déterminer le rang et trouver les mineurs de base de la 


matrice 
/0200 
in 1004) 
0030 


Réponse. r (A) = 3; les mineurs de base sont : 


02 0 20 0 
4100! et 100 4 
00 3 03 0 
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437. Déterminer le rang et trouver les mineurs de base de la 


matrice 
12134 
A4A=134268 
12134 
Réponse. r (4) = 2; les mineurs de base sont: 
1 2 1 1 14 3 1 4 
Fra 3 8 |” 
PE e Us en 
LR LL AS A: 


$ 5. Etude d’un système de m équations 
linéaires à n inconnues 


On donne un système de m équations linéaires à n inconnues 
a1171 + Gyoto +... + aÿnTn = bi, 
G2171 + @9oto +... Faontn = bo, 


(1) 


amiti À Amete +... + Amntn = dm. 


La solution de ce système est représentée par un ensemble de n nombres 
(Zy, Ze, + + + Tn) qui, substitués aux inconnues dans les équations du système, 
transforment celles-ci en identités. Le système est dit compatible s’il admet au 
moins une solution (x1, ze, . . ., Zn). Si le système n’admet aucune solution, 
il est incompatible. 

Un système compatible est dit déterminé lorsqu'il admet une solution 
unique; s’il y a plusieurs solutions, le système est indéterminé. 

La matrice 


Ami m2 --- mn 


est appelée matrice du système (1). 
La matrice 


9 22 ... on Ve 
Ami m2 -+- Amn 0m 


est appelée matrice complète du système (1). 

Pour que le système (1) soit compatible, il faut et il suffit que le rang de sa 
matrice soit égal au rang de sa matrice complète (théorème de Kronecker-Capelli). 
Donc, le système (1) est compatible si, et seulement si, r (4) = r (4,) = r. 
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Dans ce cas, le nombre r est appelé rang du système (1). Si b, = b, =. 

— bm = 0, le système d'équations linéaires (1) est homogène. Un système 
d’ ‘équations homogène est toujours compatible. 

Si le rang d’un système compatible est égal au nombre d’'inconnues (c'est. 
à-dire sir = n),le système sera déterminé. 

Mais si le rang d’un système compatible est inférieur au nombre d'incon- 
nues, le système sera indéterminé. Examinons ce dernier cas. Supposons que le- 
système (1) soit compatible et que r < n. Considérons un mineur de base quel- 
conque de la matrice À et prenons une ligne arbitraire de ce mineur. Les élé- 
ments de la ligne considérée représentent les coefficients de r inconnues dans. 
l'une des équations du système (1). Ces r inconnues sont appelées inconnues de 
base du système d'équations considéré, les autres n — r inconnues du système- 
(1) étant des inconnues libres. 

Séparons du système (1) un système de r équations parmi les coefficients. 
desquelles se trouvent les éléments du mineur de base. Laissons dans les pre- 
miers membres les inconnues de base du système précédemment séparé et fai- 
sons passer dans les deuxièmes membres les termes à inconnues libres. En par- 
tant du système d'équations ainsi obtenu, déterminons les inconnues de base- 
en fonction des inconnues libres (en utilisant, par exemple, les formules de 
Cramer). 

De cette façon, en attribuant aux inconnues libres des valeurs arbitraires, 
on peut trouver les valeurs des inconnues de base. Il s'ensuit (comme on l’a 


déjà dit plus haut) que le système (1) admet une infinité de solutions: (21. 
Toy ses Dale 
438. Discuter le système d'équalions 
Lit to + 9234 7x, + rs — 1, 
Li— tot Sta— ti + 5ts— 02, 
274 + 1129 + 1273 + 257, + 22x, = 4. 
Solution. Déterminons les rangs de la matrice et de la: 
matrice complète du système 
4 3 5 7 9311 
A=|11—-2 3 —-4 5|21]. 
2 11 12 25 22 | 4 
Le trait vertical sépare les éléments de la matrice du système (de læ 
matrice À) des termes constants du système. 


Ajoutons aux éléments de la deuxième ligne les éléments cor- 
respondants de la troisième ligne : 


4 3 5 7 911 
Ai—13 915 21 27 |6 
2 11 12 25 22 | 4 
Divisons par 3 tous les éléments de la deuxième ligne: 
1 3 5 7 91]1 
A1 3 5 7 91|21. 
2 11 12 25 22 | 4 
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Soustrayons des éléments de la deuxième ligne les éléments corres- 
pondants de la première ligne: 

1 

1}; 

4 


135 7 9 
m-(o oc 0 

2 11 12 25 92 

1 3 5 7 9 
a-fo oo 0 0). 

2 11 12 25 22 


OU 
: 1 3 5 7 9 
- 11 12 25 ni 


Il est aisé de voir que r (4) = 2, r (4,) = 3, r (A) r (4), ce 
qui signifie que le système est incompatible. 
439. Discuter le système 
Zi + 2To + IT = 14, 
| Bt tot z3= 10, 
LT L+ Ta = 6, 
2x, 3te — Za—=5, 


( Ti+ Le = d. 
Solution. La matrice complète du système s'écrit 
12 3])14 
3 2 1110 
A,=t1î1 11 GE. 
23 —1| 5 
114 013 


Ajoutons les éléments de la deuxième ligne aux éléments correspon- 
dants de la première et de la quatrième lignes: 


4 4 41 24 
3 ‘2 1 | 20 
A 11111 6 
o 9 0|15 


1101 3 
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Divisons respectivement par 4 et par 9 les éléments de la première 
et de la quatrième lignes: 


111,6 
3 21/10 
A=l11116 
110! 3 
1101 3 


Soustrayons des éléments de la troisième ligne les éléments corres- 
pondants de la première ligne, et des éléments de la cinquième ligne 
les éléments de la quatrième ligne: 


111, 6 
3 21110 
A-1000! 0 
1101! 3 
00010 


Supprimons la troisième et la cinquième lignes: 


1111, 6 
(52: o): 
3 


110 


111 
a-(s21); 
110 


Trouvons le déterminant de la dernière matrice : 


111 0 1 
3 2 2 
1 1 1 


0 
0 110 


Par suite, r (4) = 3. La matrice complète est également de 
rang 3, car le déterminant ci-dessus est un mineur de la matrice 


411 6 
(21). 
110 3 


10—01673 
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Donc, le système est compatible. Pour le résoudre, prenons, par 
exemple, les équations: 


Ts + 2To + ITs — 14, 
Ti+ To+ Ts —0, 
Ty Lo = à, 


d'où l’on trouve sans difficulté x, = 1, x; = 2, 3 = 3. 
440. Discuter le système d'équations 


Ti + 9e + 4x3 + 3m =1, 
Ee Lo + 2Xxs— 2, =0, 
Dti + 3to + 8xzs+ 2 = 1. 
Solution. Ona 
1 54 3 | 1 
s. (2 —1 2 —1 o. 
oO 38 1|1 


Soustrayons de la troisième ligne la première : 
4 54 3l1 

s.- (2 —1 2 —1 o). 
4 —24 —2]10 


Divisons par 2 les éléments de la troisième ligne et soustrayons de la 
nouvelle troisième ligne ainsi obtenue la deuxième ligne: 


41 54 311 
nu —1 2 —1 . 
0 00 010 
Supprimons la troisième ligne: 
: 1 54 3l1 
SE É —12 —1|0/: 
Il est aisé de voir que r (4) = r (4,) = 2. Il s'ensuit que le système 


est compatible. 
La première et la deuxième équations de ce système s'écrivent : 


Ti 9To + 4ts + 8m = 1, 

2%, — To + 2Xs — Ty — 0. 
Prenons x, et x, en qualité d’inconnues de base. Cela est possible 
car le déterminant constitué par les coefficients de ces inconnues 


1 5 
9 __4 est différent de zéro. Les inconnues libres seront zx, et zx4. 
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Ecrivons le système comme suit: 
Li + 5To = 1— 473 — 3x, 
2LTi— Lo —2rZ3+ 2. 
Exprimons z, et x, de ce système en fonction de x, et x,: 


| 1—4r3—3z, 5 


ne tt > 2 0 6, { 
PT E 5 ne 1143  11°* 11! 
2 —1 
Ë 1— 473 — 3x 
[2 —228+ ml 6 7 2 
SE 11 = at ut 


En posant x; = u, x, = v, on obtient la solution du système sous 
la forme 


6 8 { 
SE RE THÉ TT TE 
6 7 2 
Re an dns 
Ta =U, 
Li, — U. 


En attribuant à u et à v différentes valeurs numériques, on obtient 
différentes solutions de ce système d'équations. 
441. Discuter le système d'équations 


( JTi+ 2Xr — 4, 


Ti — Le = — À, 
} 1; + 10x2 — 12, 
| DT + Gr, — 6, 


( SL — 1679 == — 5. 

Réponse. r (4) = r (4;) = 2. Le système est compatible, x, = 1, 
Lo = E2 . 
442. Discuter le système d'équations 
Ti+ Jt+ 473= 1, 

271 + 107, + 8x3 = 3, 

Ty + 1924 + 1273 = 5. 
Réponse. r (4) = 1, r(4,) =2,r(4)ær(4,). Le système est 


incompatible. 
10% 
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443. Discuter le système d'équations 
Li — Ita + 2x3 = — À, 
La + 9x + Oxs = 3, 
Ti + 82 + ts = 1. 
Réponse. Le système est compatible, r (4) = r (4,) = 2. 


$ 6. Résolution d’un système d’équations 
linéaires par la méthode de Gauss 


Les déterminants sont commodes à utiliser pour trouver les solutions numé- 
riques des systèmes de deux ou de trois équations algébriques linéaires. Si le 
système comprend un nombre plus important d'équations, il est beaucoup plus 
avantageux d'appliquer la méthode de Gauss qui consiste dans l'élimination 
successive des inconnues. Ci-dessous on expose l'essentiel de cette méthode en 
prenant comme exemple un système de quatre équations à quatre inconnues: 


117 ayoy + a132 + aqau = as, (1) 
G217 + Goo + 932 + aoqu = 05, (2) 
A31T + Agoy + a332 + agau — a35, (3) 
GMT + Go + Qn32 + asqu = Gus. (4) 


Supposons que a, 0 (si a, = 0, on change l'ordre des équations de 
façon que dans la première équation le cocfficient de x ne soit pas égal à zéro). 

Première étape: a) divisons l'équation (1) par a,,; b) multiplions 
l'équation ainsi obtenue par a, et soustrayons le ue e l'équation (2); 
ensuite, multiplions par as, et soustrayons le résultat de l'équation (3); multi- 
plions finalement par a;, et soustrayons le résultat de l'équation (4). A la. fin 
de la première étape, on arrive au système 


T + boy + by32 + byau — bis, (5) 
Dooy + bazz + bou = Dis, (6) 
boy + ba3z + banu = D35, (7) 
boy +032 + biiu— bis (8) 


dans lequel b;; sont obtenus à partir de a;; à l’aide des formules: 
ai] : 
1 ( ) 


b;j = djj — CHAT] (ë == 2, 3, & ; il = 2, d, 4, d). 


Deuxième étape: effectuons sur les équations (6), (7), (8) les 
mêmes opérations que celles effectuées sur les équations (1), (2), (3), (4), et ainsi 
de suite. Finalement, le système initial est amené à avoir la forme appelée 
« forme à paliers »: 

T + dyoy + bisz + bynu = bis, 
y + Co + Con = Cas, 
2+ daqu = das, 


= 45. ; 
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Le système ainsi transformé permet de déterminer successivement sans difii- 
culté toutes les inconnues. 
444. Résoudre le système d'équations 


36,47z+ 5,28y+ 6,342 12,26, (4) 
7,33z+ 28,74y+ 5,862— 15,15, (2) 
4,63z+ 6,31y+ 26,17z— 25,22. (3) 


Solution. En divisant par 36,47 l'équation (1), on obtient 
x + 0,1447y + 0,1738z = 0,3361. (*) 
Multiplions par 7,33 l'équation (*) et soustrayons le résultat obtenu 
de l’équation (2); on obtient 
27,6793y + 4,586z — 12,6864 ; 


muliiplions maintenant par 4,63 l'équation (*) et soustrayons de 
l'équation (3) le résultat obtenu; cela donne 


5,64y + 25,3653z — 23,6639. 
On obtient ainsi le système d'équations 
27,6793y+ 4,586z — 12,6864, (4) 
9,647 <+25,3653z = 23,6639. (5) 


En divisant par 27,68 l'équation (4), on obtient 
y + 0,1657z = 0,4583. 


Multiplions l'équation obtenue par 5,64 et soustrayons le résultat 
obtenu de l'équation (5); on a alors 24,4308z — 21,0791. Donc, 
z = 0,8628. 

Alors 


y = 0,4583 — 0,1657 -0,8628 = 0,3153, 
z = 0,3361 — 0,1447 «0,3153 — 0,1738 -0,8628 = 0,1405. 
Ainsi, z — 0,1405, y — 0,3153, z — 0,8628. 
Il est plus pratique de mettre sous « forme à paliers » la matrice 


des coefficients des inconnues et des termes constants au lieu de 
faire la même chose par rapport au système d'équations proprement 


dit : 
36,47 5,28 6,34 | 12,26 
7,33 28,74 5,86 ss) : 
4,63 6,31 26,17 | 25,22 


Introduisons encore une colonne (l'ainsi appelée colonne témoin) 
dont chaque élément représente la somme des quatre éléments de la 
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ligne correspondante : 
(rs 5,28 6,34 | 12,26 


60,35 
7,33 28,74 95,80 | 19,15 10 | 
4,63 6,31 26,17 | 25,22 | 62,33 


Lorsqu'on effectue des transformations linéaires des éléments 
de la matrice, les mêmes transformations doivent subir les éléments 
de la colonne témoin. On voit sans difficulté que chaque élément 
de la colonne témoin de la matrice transformée sera égal à la somme 
des éléments de la ligne correspondante. Le passage d’une matrice 
à l’autre sera noté par le signe d'équivalence — : 


36,47 5,28 6,34 | 12,26 | 60,35: 
(rs 28,74 5,86 | 15,15 51.8 | 
4,63 6,31 26,17 | 25,22 | 62,33, 

1 0,1447 0,1738| 0,3361| 1,6547 
{rss 28,74 5,86 |15,15 |57,08 |- 
4,63 6,31 26,17 |25,22 |62,33 
1 0,1447 0,1738 | 0,3361 | 1,6547 
(0 27,6793 4,586 |12,6864 sos - 
0 5,64  25,3653 | 23,6639 | 54,6688 


0,3361 | 1,6547\ 
0,4583 1.620 | 
23,6639 | 54,6688 


0 1 0,1657 


É 0,1447 0,1738 
0 5,64  25,3653 


1 0,1447 0,1738 | 0,3361 | 1,6547 
_ ( 1 0,1657 | 0,4583 mo] _ 
0 0 24,4308 | 21,0791 | 45,5094 
1 0,1447 0,1738 | 0,3361 | 1,6547 
_ ( 1 0,1657 | 0,4583 240) ; 
0 0 1 0,8628 | 1,8629 


La matrice ainsi obtenue permet d'écrire le système transformé 
et de trouver la solution qui nous intéresse: 


z = 0,8628, 
y = 0,4583 — 0,1657 -0,8628 — 0,3153, 
x = 0,3361 —0,1738.-0,8628 — 0,1447 -0,3153 = 0,1405. 
Si le système admet une solution unique, le « système à paliers » 


aura une forme triangulaire, c'est-à-dire sa dernière équation ne com- 
portera qu’une seule inconnue. Si le système est indéterminé, c'est-à- 
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dire si le nombre d'’inconnues est supérieur au nombre d'équations 
linéairement indépendantes, ce qui fait que le système admette une 
infinité de solutions, le système triangulaire ne sera pas obtenu, car 
la dernière équation comportera plus d'une inconnue. 

Dans le cas d’un système incompatible, la « forme à paliers » 
comprendra au moins une équation du type 0 = 1, c’est-à-dire une 
équation où toutes les inconnues ont des coefficients nuls tandis que 
le deuxième membre est différent de zéro. Un tel système n’a pas de 
solutions (c’est un système impossible). 

445. Résoudre le système d'équations 


ST+2y+ 2—59 
xz—+ y— 2—=0, 
4x— y+52—=3 


Solution. Transformonsila matrice donnée en une matrice 
équivalente 


3 2 1411]195|11 141 1—11]0| 1 
41 1{—110| 11-13 2 115111 
4 —1 9513111 4 —1 513111 


(pour simplifier les calculs, on a transposé la première et la deuxième 
équations). 


Multiplions par 3 et 4 la première ligne et soustrayons le résultat 
obtenu des deux autres lignes: 


1 1—11]10!|1 
m|0—1 415|8|-— 
0 —5 9137 


Ajoutons à la troisième ligne la deuxième en changeant d'abord 
les signes de ses éléments et en la multipliant par 5: 


JA À —4 0 1 1 1 —1 0 1 
je 4 —5 [—5 |[—8 1 —10 1 —4 | —5|—8 
O O —11 | —22 | —33 00 1 2 3 


(la dernière ligne a été divisée par —11). 
Le système d'équations est ainsi ramené à la forme triangulaire: 


z+y— z—=0, 
y—4z= —5, 
22; 


Le système admet une solution unique. La dernière équalion 
donne z — 2; en portant cette valeur dans la deuxième équation, 
on obtient y = 3; finalement, d’après la première équation on a 
x = —A, 
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Résoudre les systèmes d'équations ci-après : 
446. 2tzi+ Z— r=5, 
Li — 2To + 2z3—= —5, 
1Xi+ Lo— Ta 10. 


Réponse. xi=1Â, z2—5, xs —2. 


447. Ta + To — Ta t = 4, 
DT — Lo + Bts — 27, = L: 
Lu — Lo + 2t = 06, 


ST — Lo + X3—Zy= 0. 


Réponse. x, = 1, x, = 2, x = 3, dt, = 4. 


448. 3%: — Lo + Le + 2Ts == 18, 
| 2Ti—OTo+ a+ 25 —71, 
À T— Ti + 225 = 8, 


| 2To+ 23 — 2= 10, 
| Ti + Lo — ST + Ti = 1. 
Réponse. 2, =5,2,=4, xs = 8, nm = 1,2% = 2. 
449. AL, + 2Ta + St == — À, 
DxitBto— X3—=8, 
Ory+ ze + 8x3 — 0. 
Réponse. Le système est incompatible. 
450. 0,047 —0,08y+  4z— 20, 
4x + 0,24y — 0,08z = 8, 
0,09xz+  3y—0,15z = 9. 
Réponse. x = 1,92, y = 2,96, z = 5,04. 
451. 3,24xz +0,71y + 0,34z — 6,12, 
0,43x + 4,11y + 0,22z — 5,71, 
0,17zx + 0,16y + 4,73z = 7,06. 
Réponse. x = 1,50, y = 1,16, z = 1,40. 


$ 7. Application de la méthode de Jordan-Gauss 
à la résolution des systèmes d'équations linéaires 


(CH. IV 


Lors de la résolution d’un système d'équations linéaires par la méthode de 
Gauss, on a examiné la méthode de la matrice à colonne témoin qui permet d’a- 
mener le système donné à un système triangulaire (voir pages 149-150). Pour 
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continuer l’exposé, il est essentiel de prendre connaissance de la méthode modi- 
fiée de Jordan-Gauss qui permet de trouver directement les valeurs des incon- 
nues. 

Soit un système d'équations linéaires 


Gi1Ti À GyoTo +... + aintn = bi, 
GoyTi + Agoto +... Haontn = Do, 


(1) 


Am1T1 + Am2To +... + Amntn = Om. 


Choisissons dans la matrice À de ce système un élément ap différent de zéro. 
Appelons cet élément élément résoluant et, par analogie, colonne résolvante et 
ligne résoluante respectivement la p-ième colonne et la q-ième ligne de la ma- 
trice À. 

Examinons le nouveau système d'équations 


aiiT1+ 01970 + ... + ai ntn =D,, 
Got a00To +... + ao pTn = bo; Q) 


anti tanote +... Han ntn =b, 


de matrice À’ dont les coefficients et les termes constants sont déterminés par- 
les formules 


oi aip'@qj 
4j — 4i : 
E si i-£q 
, ip'bq 
b=b;— 
aqp 
En particulier, a;n — 0 si i -£ q. Mais si i — q, on prend agj = a fr ba = 
— b4. De cette façon les g-ièmes équations des systèmes (1) et (2) sont identi- 


ques et les coefficients de x, dans toutes les équations du système (2), à l'excep- 
tion de la qg-ième équation, sont nuls. 

Il faut avoir en vue que les systèmes (1) et (2) sont simultanément com- 
patibles ou incompatibles. Si les systèmes (1) et (2) sont compatibles, ils sont 
équivalents (leurs solutions se confondent). 

Pour déterminer l'élément ai; de la matrice 4’, il est utile de faire appel 
à l’ainsi nommée « règle du rectangle ». 

Considérons 4 éléments de la matrice À : a;; (élément qui doit être trans- 
formé), agp (élément résolvant) ct les éléments a;, et a,j. Pour trouver l'élé- 


ment ai, il faut soustraire de l'élément a,; le produit des éléments a;, et CPTE 


disposés aux sommets diagonalement opposés du rectangle, divisé par l’éfé- 
ment résolvant Aqp: 


4qp 
D'une façon analogue on peut transformer le système (2), en prenant en 


qualité d’élément résolvant de la matrice 4’ l'élément asr + 0 (s 2 r Æp). 
Après avoir effectué cette transformation, on voit que tous les coefficients de: 
Zr, excepté asr, sont nuls. Le système obtenu peut être transformé de nouveau, 
et ainsi de suite. Sir = n (le rang du système est égal au nombre d’inconnues), 
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les transformations effectuées aboutissent à un système de la forme 


qui permet de trouver les valeurs des inconnues. La méthode de résolution qui 
vient d’être exposée et qui se base sur l’élimination successive des inconnues, est 
appelée méthode de Jordan-Gauss. 


#52. On donne la matrice 


5) 4 6 —1 7 
8 1 3 2 0 
0 1 9 3 —1 
7 —6 5 —4 3 


A — 


d'un système d'équations linéaires. Le système d'équations est résolu 
par la méthode de Jordan-Gauss, où l’on prend comme élément résol- 
vant l'élément a,,; = 3. Trouver les éléments @,,, &s, dx de la 
matrice transformée. - 

Solution. Etant donné que a,, appartient à la ligne résol- 
vante, on à dy = > = 2. Etant donné que a;, appartient à la 
colonne résolvante, on a a;;, = 0. L'élément a, est déterminé 
d'après la règle du rectangle: 


(5 4 6 —1 7) 
7 | 
0 1 5 3 —4|° 
(7 6 5 De uei4 3 
di, = Au — = 4 = — 1 _ 


453. Résoudre le système d'équations 


Li + Lo — 823 + 27, = 6, 
Li— 2to— Zi = — 6, 

Lo + La + 3 = 16, 
2Ty— 3e + 273 = 6. 
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Solution. Ecrivons les coefficients, les termes constants 
et les sommes des coefficients et des termes constants (dans la colonne 
témoin marquée 2): 


Tableau 1 


En qualité d’élément résolvant nous avons pris le coefficient de x1 
dans la première équation. Ecrivons sans rien changer la ligne du 
tableau contenant le premier élément (la ligne résolvante) et rem- 
plaçons par des zéros tous les éléments de la première colonne, 
à l'exception de l'élément résolvant : 


En appliquant la règle du rectangle au tableau 1, on remplit 
les cases libres du dernier tableau. La règle du rectangle est appliquée 
à la colonne à. 
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Tableau 2 


Il faut remarquer que la colonne témoin contient les sommes 
des éléments figurant dans les lignes correspondantes. En divisant 
par —3 les éléments de la deuxième ligne, on obtient le tableau 
ci-dessous : 


Prenons comme élément résolvant le deuxième élément de la 
deuxième ligne. Ecrivons la première colonne sans changements, 
remplaçons par des zéros les éléments de la deuxième colonne, l’élé- 
ment résolvant excepté, écrivons la deuxième ligne (ligne résolvante) 
sans rien changer et transformons les éléments figurant dans les 
autres cases du tableau suivant la règle du rectangle. 
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Tableau 3 


Transformons le tableau en prenant comme élément résolvant 
le troisième élément de la troisième colonne. 


Tableau 4 
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Divisons par —2 les éléments de la quatrième ligne: 


Transformons le tableau en prenant le quatrième élément de la 
quatrième ligne en qualité d’élément résolvant. 


Tableau 5 


On obtient le système d'équations: 
Ati +O0.xzo+O.zs+0-x, —8, 
O‘xitl.xo + 0-23 +0:x, =6, 
OcxiH+O.xz +l.xzs+0.x, = 4, 
Oezy+ Oz +O0:xs+i.xzs—2, 
c'est-à-dire x, = 8, x, = 6, ty = 4, x, = 2. 
454. Résoudre le système d'équations 
T4 Lo—2t+m =, 
Ti— tot 23 +m=0, 
&ti— LTo— Z3—t =, 


ty + 3To — 43 — Xi = 2. 
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Solution. 


Tableau 1 


Le premier élément de la première colonne est l'élément résolvant. 


Tableau 2 
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Le quatrième élément de la deuxième colonne est l'élément résolvant. 
Tableau 3 


Soustrayons de la troisième ligne la deuxième: 


La troisième ligne peut être supprimée: 


1 | (ù | 2 | = | —2 
o | o | |fx]| au 
s| 24 


o [1 | | 


Le quatrième élément de la deuxième ligne est l'élément résolvant. 
Tableau 4 
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La matrice est de rang 3, ce qui signifie que.le système possède 
trois inconnues de base x,, x, et x, et une inconnue libre x;. On 
obtient le système d'équations: 


Loi 0.7 — 0,673 +0-x, = 0,4, 
onto 133 + 203 =7, | 
Ori 4-to—0,75z3 + 0:34, = 0,25, 
d'où 
x = 0,4 + 0,63, 
Lo = 0,25 + 0,75x3, 
z, = 0,35 + 0,653. 


La solution du système est obtenue sous la forme 
| z,=0,4-+ 0,6u, 

To = 0,25 + 0,75u, 

T3 =U, 

x, = 0,35 + 0,65u, 


où u est un nombre arbitraire. 
455. Résoudre le système d'équations 


Gr— 5y+7z+ 8-3, 
3x + 11y + 2z +- 4t — 06, 
3z+ 2y+3z+4t=1, 
TL y+ z = 0. 


Solution. 


Tableau 1 


11—016573 
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Le quatrième élément de la première colonne est l'élément résolvant. 


Tableau 2 


Le premier élément de la troisième colonne est l'élément résolvant. 


| Tableau 3 
0 1 { | 8 | 3 | { 
olslolelole 1E 
0 | | 0 | VA | : 4 
1 | 12 0 | — | —3 | 2 


Changeons les signes des éléments de la troisième ligne. Le troisième 
élément de la deuxième colonne est l'élément résolvant : 
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Tableau 4 


On obtient le système d'équations 


Ocx+0.y+1.z2—361— —8, 
Ocx+O0-y+0.5+0.1—6, 
Ocx+iliy+0.z— 4.1 —1, 
4A.x+O0.y+0.z+406—9. 


Il est aisé de voir que la deuxième équation ne peut pas être vérifiée 
par les valeurs que l’on pourrait donner à x, y, z et t. De cette 
façon, le système d'équations obtenu et le sytème donné sont incom- 
patibles. 

456. Appliquer la méthode de Jordan-Gauss pour déterminer 
le rang de la matrice 


T7 —1 3 5 
1 3 5 7 
A=T 4 41 4 6 
RO 


Solution. 


Tableau 1 


11% 
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Dans la dernière colonne (colonne témoin) on écrit les sommes des 
éléments des lignes correspondantes. Le deuxième élément de la 
première colonne est l'élément résolvant. 


Tableau 2 


Soustrayons des éléments de la quatrième et de la troisième lignes 
les éléments correspondants de la première ligne: 
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En supprimant la troisième et la quatrième lignes, on obtient le 
tableau : 


Tout déterminant d'ordre 2 de la matrice obtenue est différent de 
zéro. Il s'ensuit que r (4) = 2. 
457. Résoudre le sysltème d'équations ci-dessous par la méthode 
de Jordan-Gauss : 
Tito Ze 8, 
To Bts + Zi 15, 
Exit xat x = 11, 
Zi Lot Dr = 23. 
Réponse. x, = 1, x, = 2, T3 = 3, Ty = 4. 
458. Résoudre le système d'équations 
Ti— Lot Ls— = —2, 
Ti 2To— 2t3— 2 = —5, 
2x1 — Lo — 3L3 + 2X, = "41, 
Ly + To + 373 — Or, = — 10. 
Réponse. x, = u, ta = u + 1, ra=u+2, x = u + 3. 
459, Résoudre le système d'équations 
( Zi DTo — 273 — IX, — 4: 
1Xi + 2To — Ita — 4X, = 2, 
Ti+ Lot Ts Lao, 
2T: = To + 2% 3 — IT, = 4, 
Ti— Lo— L3— La — 2. 
Réponse. Le système est incompatible. 


460. Déterminer le rang de la matrice ci-dessous en appliquant 
la méthode de Jordan-Gauss: 


D © D = 

D = © NN 

D D = © 

© O1 © 
e 


Réponse. r (A) = 3. 


CHAPITRE V 


INTRODUCTION À L’ANALYSE 


$ 1. Erreur absolue et erreur relative 


Soit a un nombre approché qui figure dans les calculs à la place d’un nombre 
exact À. | 


On appelle erreur absolue du nombre approché a la valeur absolue de la 
différence 


| A — a|. 
On appelle erreur absolue limite le plus petit nombre possible A qui vérifie 
l'inégalité 
|A —al< A. 
Le nombre exact À se trouve entre les bornes 
a—A<A<a+A, ou A4A—=a+ A. 


On appelle erreur relative du nombre approché a le rapport de l’erreur abso- 
lue de ce nombre au nombre exact correspondant : 


| A—a| 
A Li] 
On appelle erreur relative limite le plus petit nombre possible à qui vérifie 
l'inégalité 
A = 
LA és. 
Etant donné qu’au point de vue pratique À Æ a, on prend en qualité 


d’erreur relative limite le nombre Ô — … exprimé d'habitude en %. 


L'inégalité ci-dessous est vérifiée 
a (1— 6) < À < a (1 + 6). 


On dit que le nombre approché positif a mis sous forme décimale possède n 
chiffres exacts si l’erreur absolue de ce nombre n'est pas supérieure d’une demi- 
unité au chiffre se trouvant au n-ième rang. 

Si ñn > 1, on peut prendre en qualité d'erreur relative limite du nombre 
approché a, dont le premier chiffre significatif est k, le nombre 

1 ni 
FAR (5) | 
2k \ 10 


. 1 dant 
Si l'on sait que Ô < 21) (5) , le nombre a possède n» chiffres 


exacts. 
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L'erreur absolue limite d’une somme algébrique de plusieurs nombres est 
égale à la somme des erreurs absolues limites des termes de cette somme. 

L'erreur relative d'une somme de termes positifs n’est pas supérieure à la 
plus grande des erreurs relatives de ces termes. 

L'erreur relative limite d’un produit ou d’un quotient de nombres appro- 
chés est égale à la somme des erreurs relatives limites de ces nombres. 

L'erreur relative limite de la puissance d’un nombre approché est égale 
au produit de l'erreur relative limite de ce nombre par son exposant. 


461. La valeur d’un angle fixée à l’aide d’un théodolite est de 
22° 20'30" + 30”. Quelle est l'erreur relative de mesure? 

Solution. L'erreur absolue À — 30”. Alors l'erreur relative 
sera 

_ À _ _à" 04 — 0 

462. Déterminer le nombre de chiffres exacts et écrire la valeur 
approchée de l'accélération de la pesanteur g — 9,806 … si l’erreur 
relative est de 0,5 %. ; 

Solution. Etant donné que le premier chiffre significatif (9) 


. CE » ., ? — 1 , . 
est connu. on utilise l'inégalité Ô <rT (5) et l'onobtient 


0,005 <<) , c'est-à-dire n = 2. Alors g = 9,8. 


463. Trouver le nombre de chiffres exacts du nombre V 19 si 
l’on sait que son erreur relative limite est de 0,1 %. 

Solution. Dans notre cas, le premier chiffre significatif 
du nombre en question est 4, l'erreur relative limite étant Ô — 


… ds 3 HE . ve D | L\n-i 
= 0,001 — ps _ ns de l'inégalité 6 TEE (x) , on 
a 0,001 TE (5) : d'où n = 3. 
Par suite, V 19 — 4,36 (les tables à quatre décimales donnent 

V 19 = 4,3589). 

464. Trouver le nombre de chiffres exacts du nombre À = 3,7563 
si l'erreur relative est de 1 ‘. 

Solution. Le premier chiffre exact est 3, donc 0,01 < 


Î { - 1 CRE : 9 é 
33 (5) , d'où n = 2. Le nombre À doit s’écrire À — 3,8. 


465. L'aire d’un carré est de 25,16 cm° (à 0,01 cm* près). Trouver 
l'erreur relative et le nombre de chiffres exacts avec lesquels on 
peut déterminer le côté de ce carré. 

Solution. Le côté cherché s'écrit x — V 25,16. L'erreur 


relative de la valeur de ce côté sera déterminée de la relation Ô — 
4  Q,01 , : ; 
= "35 : Où 0,01 est l'erreur absolue de l'aire du carré. Donc, 


ô = 0,0002. Le premier chiffre significatif du nombre qui donne la 


ee : : ja : -1 
valeur du côté cherché est 5. De l'inégalité 6 << ()” 
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on _a (5 + 1) + 0,0002 ges, où 1240%<55. D'où l'on 
trouve n == 3. L = | 

466. Trouver le nombre de chiffres exacts avec lequel on peut 
déterminer le rayon d'un ‘cercle si Fon sait que son. aire est égale. 
à 124,35 cm° (à 0,01 cm? près). 

Réponse. 4. 

467. Trouver l'erreur relative limite commise lors du calcul de 
É surface totale d'un cône tronqué dont les rayons des bases sont 

— 23,64 cm + 0,01 cm et r — 17,31 cm + 0,01 cmet la généra- 
. L := 10,21 cm + 0,01 cm lt — 3,14). 

Réponse. ÿ—= 0,16 %. 

468. La valeur approchée Fe l'accélération de la pesanteur à la 
latitude de 45° à cinq chiffres exacts est g — 9, 008 Trouver l'erreur 
relative de cette valeur. 

Réponse. 8 — 0,0005 % 

469. Calculer Late dha rectangle dont les côtés sont égaux 
à 92,73 m + 0,01 m et 94,5 m + 0.01 m. 

Déterminer l'erreur relative du résultät obtenu et le nombre de 
chiffres exacts. | | 

Réponse. Es 0,022 6, n — 4 s- 8765 m° + 0,1 m°. 


$ 2. Fonction d'une v variäble indépendante 


Les nombres réels peuvent être atidinels ou irrationnels. 

On appelle valeur absolue d’un nombre réel a un nombre non négatif [al 
défini de la façon suivante: | al=asia>0,et |al = —a si a <0 

Une variable y est appelée fonction uniforme (univoque) d’une variable x 
si à chaque valeur de la variable x appartenant à l’ensemble des nombres réels X, 
il correspond une valeur réele de la variable y. 

Dans ce cas, la variable x est. appelée variable indépendante (argument), 
l'ensemble X étant le domaine de définition de la fonction y. 

L'écriture y = f (x) veut dire que y est fonction de x. La valeur que prend 
la fonction f(x) pour x = a est notée f.(a). 

Les cas les ue simples de domaines e définition sont: l'intervalle ouvert 
ou tout court l'intervalle (a, b), c'est-à-dire l’ensemble de valeurs de x vérifiant 
la condition a < x < b: le segment (intervalle fermé) [a, b], c'est-à-dire l’en- 
semble de valeurs de z satisfaisant à la condition a < x < b: l'intervalle semi- 
ouvert à gauche (a, b] (c'est-à-dire a < x < b) ou à | droite [a, b) (c'est-à-dire 
a< zx <b); l'intervalle infini (a, + ce) 2e est-à-dire a < x < <o) ou 
(— 00, b) (c 'est-à-dire — 00 < x < b) ou , + oo) (c'est-à-dire ee SR 1 
< + co); l’ensemble de plusieurs interva en ou segments, etc. 

On appelle courbe représentative d’une fonction y = f (x) le lieu géométri- 
que des points du plan zOy dont les coordonnées vérifient l'équation y = f (x). 

Une fonction f (x) est dite paire si 


f(—2) = f (a) 


pour n'importe quelle valeur de z. La courbe représentative d'une fonction 
paire est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées. 
Une fonction f (x) est dite impaire si 


f (—2) = —f (x) 
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pour tout x. La courbe représentative d’une fonction impaire est symétrique 
par rapport à l’origine des coordonnées. 

Une fonction f (x) est périodique s’il existe un nombre positif T appelé 
période de la fonction tel que pour tout x l'égalité ci-dessous soit satis aite: 
fœ+ TD =f(). 

On sppere plus petite période d'une fonction le nombre positif minimum + 


pour lequel f (x + Tt) = j @ pour n'importe quel x. 11 faut avoir en vue que 
f(z<+ kt) = f(x), où est un entier quelconque. 


470. Trouver 10-70). si f(x) = x?, 
Solution. On obtient les valeurs que prend cette fonction 
pour x = a et x — b:f(a) — Fe f (®) — b*, On a alors 


471. Discuter la parité des fonctions ci-après: a) y =12°.%//x + 
+2sinxz; b)y=2%#+2%;, .c) y = |x|—5e*; d) y = 2° +5x. 
Solution. a) Vuquef(x) = x: YÆ” + 2sinxzonaf(—x) = 


= (—x) 7 x + 2 sin (—zx) — AY x _ 2 sin x, c'est-à-dire 
f(—zx) = — f(x). Donc, la fonction est impaire. 

b) On a f(x) = 2° + 2%, f (—x) = 27% +279 = 27 + 2", c'est- 
à-dire ES — f(x). Donc, la fonclion est paire. 

c) Ici, f(x)=[x|—5e*, f(—zx)=|—x|—5ei-=]x|—5e, 
c'est-à- ne Abe pre Donc, la fonction est paire. 

d) Ici, Ï (x) = + 5x, f (—5) — 1% — 5x. On voit ainsi que la 
fonction n’est ni paire ni impaire. 

z—2 

2z—1° 


est définie si 27 — 1 


472. Trouver le domaine de définition de la fonction y — 


Solution. La fonction f (x) — + 


Æ Ô, c’est-à-dire si x = . De cette façon, le domaine de définition 
de la fonction est constitué par deux intervalles: (—co, 3) et 
1 
(5: +). . 
4713. Trouver le domaine de définition da la fonction y= 202 | 
Solution. La fonction est déterminée si x—1-0 et 
4 + x > 0, c'est-à-dire si x = À et x > —1. Le domaine de défi- 
nition de la fonction est constitué par deux intervalles: (—1, 1} 
et (1, +oo). 
474. Trouver le domaine de définition de la fonction y = 
= V1 — 2x + 3 arcsin #— 
Solution. Le premier terme V 1 — 2x prend des valeurs 
réelles lorsque 1 — 2x > 0, tandis que le second en prend pour 
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—1 < Et < 1. On voit ainsi que pour trouver le domaine de 


définition de la fonction donnée, il faut résoudre le système d'inéga- 
lités 1 —2r >0, 2 — < 1, dr —1 > —1. On obtient x LT: zx, 
LT > — Par A le in de définition est représenté par le 
segment [+ + | 
475. Trouver le domaine de définition de la fonction 
y= Vi +<. 


Réponse. [—2, 0) et (0, 2]. 
476. Trouver le domaine de définition de la fonction 


y —= arccos (5 — 1). 


Réponse. [0, 4]. 
477. Trouver le domaine de définition de la fonction 
y = lg (3x — 1) + 2 Ig (x + 1). 
Réponse. (+ , + 00 |: 
1 


zreX © 


478. Trouver le domaine de définition de la fonction y — 


Réponse. (—o, 0) et (0, + oo). 
479. Trouver le domaine de définition de la fonction 
y= y 5 -Vsnz. 
Réponse. [0, 2). 
480. Trouver le domaine de définition de la fonction 
_ 2t—2 
JT cos 27 
Réponse. Tout axe numérique, excepté les points x = — (2n + 1), 
où nest un entier quelconque. 
481. Trouver le domaine de définition de la fonction 
__ 2x2+43 
SE z—/ 12 —4 
Réponse. L'ensemble de deux intervalles : (—oo, —2) et (2, + oo). 
482. Trouver la plus petite période des fonctions: a) sin 2x; 
b) cos ; c) tg 3x. 


Réponse. a) T=n; b) T=4n,; c) T=—. 
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$ 3. Construction des courbes représentatives 
des fonctions 


Les courbes représentatives des fonctions peuvent être construites de plu- 
sieurs façons: 

a) d’après plusieurs points de la courbe: 

b) en cffectuant différentes opérations sur les courbes représentatives 
(addition, soustraction, multiplication) ; 

c) en transformant les courbes représentatives (translation, dilatation). 

En partant de la courbe représentative d’une fonction y = f(x), on peut 
construire les courbes représentatives des fonctions suivantes: 

1) y = f(x — a): la courbe initiale est translatéc suivant l’axe Oz de la 
grandeur a; 

2) y = f(x) + b: la même courbe mais translatéo suivant l’axe Oy de la 
grandeur b; 


3) y = A -f (x): la courboinitialc dilatée dans le rapport £ suivant l’axe Oy; 


&) y = f(kx): la même courbe mais dilatée dans lo rapport Z suivant 


l'axe Or. 
On voit ainsi, que la courbe représentative de la fonction y — f (x) donne 
la possibilité de construire la courbe représentative d’une fonction du type 


y = AFLK (Ge — 0] + b. 


483. Construire la courbe représentative de la fonction y — 
= 2x + | + cos x. 

Solution. La courbe représentative de la fonction donnée 
peut s'obtenir en addilionnant les courbes représentatives des deux 


Fig. 22 


fonctions : y = 2x + À et y — cos x. La courbe représentative de la 
première de ces fonctions est une droite qui peut être construite à l’aide 
d’un couple de ses points: la courbe représentative de la deuxième 
fonction est une cosinusoïde (fig. 22). 
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484. Construire la courbe représentative de la fonction 
2— x pour r < 3 
0,1x2 pour x >3. 
Solution. Pour x <3, c'est une demi-droite; pour x > 8; 
on obtient la branche d’une. parabole (fig. 23). 


Ji 


ÿ 


Fig. 23... 
485. Construire la courbe représentative de la fonction be 
— 2 sin (2x — 1) ou y — 2 sin 2(x— +). 
Solution. Ici, A—=2, k —2,a = +. La courbe initiale 


est y = sin x. On construit ensuite la courbe représentative de la 
fonction y — sin 2x en comprimant à moitié la courbe initiale suivant 


Fig. 24 


l'axe des abscisses. Ensuite, on construit la courbe représentative 


de la fonction y = sin 2 (z —+) en translatant à droite la courbe 


de la grandeur F. Finalement, on obtient la courbe représentative 
cherchée de la fonction y — 2 sin (2r — 4) en dilatant dans le 
rapport si Ja courbe (3) suivant l’axe des ordonnées (fig. 24). 
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Construire les courbes représentatives des fonctions ci-après: 
486. y = 
487. y—2x?(2— zx}? sur le segment [—3, 3]. 
488. y—=V/ x+V 4—zx dans le domaine de définition. 
489. y = +2 + 2-* sur le segment [0, 51. 


490. y = +1, 


sur le segment [ — 4, 4]. 


ÿ L 
491. y — arcsin x sur le segment [—1, 1]. 
492. y — arccos x sur le segment [—1, 1]. 
493. y == sin (3x — 2) + 1. 
494. y — —2'cos (2x + 1). 
495. y = arcsin (x — 2). 
496. y = 2 (x — 1) en partant de la fonction y = x. 
497. y = x + 1 + sin (r — {). À 


$ 4. Limites 


. Le nombre a est appelé limite d'une suile x1, re, .. nr sr Si, pour 
tout nombre positif e pris aussi petit que l’on veut, on trouve < Pere positif 
N tel quêé |zn — a | <esin >N. 

On écrit dans ce cas: lim z,= a. 
n— 00 
Le nombre À est appelé limite d’une fonction f (x) lorsque x—+ a si pour tout 
e > 0 pris aussi petit que l’on veut on trouve un nombre Ô > 0 tel que 
If() — A4 | <esilz—a|<ô. On écrit dans ce cas: lim f(x) — 4. 


X—a 


D'une façon analogue, on a lim f(x) = A si| f(x) — À | <epour|z|l > 
X—+00 


> N. | 
On écrit par convention lim f(x) = oœosilf(r) | > M pour|x — a| < 6, 
| X—> 00 


où M est un entier arbitraire. 
Dans ce cas, la fonction f (x) est un infiniment grand lorsque x —+ a. 
Si lim « (x) = 0, la fonction & (x) est un infiniment petit lorsque x —+ a. 
X—a 
Si x < a, et que x —+ a, on écrit par convention x + a — 0: six >aet 
que z + a, on écrit x —+ a + 0. 
Le nombre f(a —0)— lim f(x) est appelé limite à gauche de la fonc- 
x—+a— 0 


tion f (x) au point a. Le nombre f (a + 0) — A f (x) est appelé limite 
X—a+ 


à droite de la fonction f (x) au point a. 
Pour que lim f(x) existe, il faut et il suffit que f (a — 0) = f (a + 0). 


X— a 
Au point de vue pratique, le calcul des limites est basé sur les théorèmes 
suivants. 


Si lim f (x) et lim g (x) existent, alors 
X—a À a 


1) AL [f (x) +g (x)] = lim f(2)+ lim g (x) : 
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2) lim [f(x)-g(x)] = lim f(z)-lim g (x); 
X—+a XX X—a 


f(&) lim f(x) 
3) lim OMETTE] (lorsque Un g (x) == 0). 


de : sin z 
On utilise aussi les limites suivantes: sn TE À (première limite 
0 


4 x 
remarquable): lim (121) = 5 (1+a)* —e—=2,71828 ... (deuxième limite 
X— 00 

remarquable). 

Le logarithme d’un nombre x dans un système de base e est appelé loga- 
rithme naturel et se note In x. 

Pour résoudre les exercices, il est utile d’avoir en vue les égalités sui- 
vantes: 


=lna, 


lim —=1, lim 
x—0 x +0 


(x) — 1 
lim Me 


In RG? | ax — 1 
z 


498. Montrer que pour n — la limite de la suite 3, 2 : 27 , 


27. + 247, ... est égale à 2. 


Solution. Le n-ième terme de cette suite est x, — 2 + 1/n. 
Par suite, x, — 2 = 1/n. Donnons-nous un nombre positif e. Choisis- 
sons nr tellement grand que l'inégalité 1/n << & soit satisfaite. Pour 
cela, il suffit de prendre nr >> {/e. En choisissant nr de cette façon, 
on aura |Z2, — 2| <e. Donc, lim x, = 2. 

499. Montrer que si 2% — oo la limite de la suite 7/3, 10/5, 
13/7, ..., (3n + 4)/(2n + 1), ... est égale à 3/2. 

Solution. Ici, x, — 3/2 = (3n + 4)/(2n + 1) — 3/2 — 
— 5/[2 (2n + 1)]. Déterminons la valeur de r pour laquelle l’inéga- 
lité 5/[2 (2n + 1)] < & est vérifiée; étant donné que 2 (2n + 1) = 
> 5/e, on a n > 5/4e — 1/2. 

Donc, si n > 5/4e — 1/2, alors |zx, — 3/2 | Le, c'est-à-dire 
lim x — 3/2. En posant & = 0,1, on arrive à la conclusion que l’iné- 


galité | x, — 3/2 | < 0,1 est satisfaite pour nr >> 12 (par exemple, 
pour n —= 13). 

L'inégalité |x, — 3/2 | < 0,01 est satisfaite pour nr > 124,5 
(par exemple, pour nr = 125). 

L'inégalité | x, — 3/2 | < 0,001 est satisfaite pour n > 1249,5 
(par exemple, pour r = 1250). 


: 5x +2 
500. Trouver Eu T3” 
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Solution. Etant donné que x— 4, le numérateur de la 
fraction tend vers le nombre 5 «4 + 2 = 22, alors que le dénominateur 
tend vers 2-4 + 3 — 


Ox - 2 = 
Or+3 zx 2 — = 2 


os 
201. ne Je — 
xs TF7 


Solution. Pour zx — æ, le numérateur et le dénominateur 
de la fraction deviennent infinis. On dit dans ce cas que l’on a une 


indétermination du type 


Par suite, ms 


En divisant pa x le numérateur et le dénominateur de la fraction, 


3x+5 3+5/z 
on obtient Jim DER =limsz TrTE 


des fractions £ et L tend vers zéro. 


. z2—9 
502. Trouver Him pe ane 


Solution. On voit que pour x— 3, le numérateur et le 
dénominateur de la fraction tendent vers zéro (on dit que l’indé- 
— _(z—3) (+31 


3 
=, Car, pour z—+ oo, chacune 


termination ainsi obtenue est du type 5) On a = 


— 3x  x(z—3) 
= Eee, si 3, alors lim = lim +5 | 
z 3] TT xs ZT 
Mais pour zx —+ 3, la fraction 2€ tend vers = 2 
Donc, lim}? —2. 
x>3 T?— 3x 
ti—22— 241 


503. Trouver lim HEn—zr—Î 


Solution. Décomposons en facteurs le numérateur et le 
dénominateur de la fraction: 


(indétermination du type 5) ; 


TI —r2—Zz+i g2(z—1)—(z—1) 
lim xiLr2—r—1 =lim 22(z+1)—(z+1) 
— Jim_EZ GEI 3, 21 0 

GDF et 2 
æx3 — 1000 


504. Trouver ne "252072 + A0Uz 


Solution. On a 
x$ — 1000 


indétermination du type 5) : 


(x—10) (z2+ 1074100) 


on 23 — 2072 + 1007 on x (x — 10) 
_ Jim +107 +100 


zx (z— 10) 


x—+10 
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Le numérateur de la fraction tend vers 300, tandis que le dénomi- 
nateur tend vers zéro (il est donc un infiniment petit). Par suite, la 
fraction considérée est un infiniment grand 


505. Trouver lim Vr+42 (indétermination du type 5) ; 


| Û x—0 
Solution. Multiplions le numérateuret le dénominateur 
de la fraction par la somme V x —- 4 + De 


.. (Vz+4—2)(V +442) z+4—4 
1 à LR 2 ER om RD 
Pas z(V z+4+2) 50 s(Vzt4+2) 
1 1 


= |; a . 
0 Vrtét2 4 


SJ AL r)3 — 
506. Trouver lim ARE EE (indétermination du type 5) ; 


x->0 
Solution. Posons 1 + x — yÿ. Alors 


h  , 
. 1Lz)3—1 . ys—1 : y+y+i 3 
nt) ES 
+0 z velo ii OUT UE pUTE 9 
507. Trouver lim 27 (indétermination du type S): | 


x—0 
Solution. On a 


.. Sinmx 
= m - lim —— — nt. 
x+0 mx ie 


sin MT m:Sin MT 


mx 


lim — lim 
x—+ 0 T x—0 


908. Trouver dim RE ( indétermination du type 5) à 
x—+0 ) 


Solution. On a 


1{— cos 5x 2 sin? bS ms ? 9 \2 25 
dim SE = Jim — {+ = 2 lim =2.(+) =<+. 
x—0 z Xx—0 TZ x—+0 TZ 2 2 
On a utilisé le résultat de l'exemple précédent en posant m — &.. 


| _ 24972484 [. L 00 
909. Trouver RE TOME APE RTE (indétermination du type — 


Solution. Divisons le numérateur et le dénominateur de la 
fraction par æ à la puissance la plus élevée (x) : 


2 3 4 
+24 rt4 tete te _1 
=D 5 — = 7. 


lim 5 
Fat 


x+00 423+ 3x2 + 2x +1 Des je 


T 
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510. Trouver lim —?? —_— (indétermination du type =) 
zoo V/ x8+3r+4 | 
Solution. Divisons le numérateur et le dénominateur de la 
fraction par x“: 
3 2 
7 nr. 
=+—- 


X— 00 ba z X-—+ 00 
VAE 
511. Trouver Him (V x? + 8x + 3 — V x° + 4x + 3) (indé- 
termination du type O0 — 00), 
Solution. Multiplions et divisons l'expression considérée 


par Ve? Æ 8x + 3 + Vr + 4x + 3: 
lim (Vr+87+3—V a+4r+3)— 


VERS V'a+45+3) (V2 +85+3+ VTT) _ 
Va2+8:+3+V 244743 
. z2+8r+3—12—4r—3 
am V a tée tit Ve d 
ER RS 
VS RE VAR ET 
pe” 
2 d 


—= lim 


X->00 


>= D —_—_——— 
Sr LIEN 2 ++ 
; z+5rz+4\ 
512. Trouver Lu =) . 
Solution. Extrayons les entiers en divisant le numérateur 
par le dénominateur de la fraction: 
2x2 + 5r+4 [8x — 3 
2z2— 3x<-7 =1+z —3z+7" 
De cette façon, on obtient 
: z2+5xz+4é\x 8x — 3 x 
des (=) S- (+37) = 
x2—Ax+7 x(8x-3) 


X— 00 


= lim | (1+—% = >) BAS er Bar 


VX © 
X 


12—01073 
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vu que . 
| ne our ZT—> 00 
2x2— 32 +7 1: d 
On a 
_ x2-3x+7 
| 8r—3 Bx—3 
lim (1+ =é. 
ie z2— 3x +7 
_ g_à 


Prenant en considération le fait que lim —#— — 8, on ob- 
: XF 00 4 — — LL — 
ï z 2. 


22 + 5z+ 4 ) es a 
[r2—3x+7) °° 
513. Trouver les limites à gauche et à droite de la fonction 


f (a) = —}— 


tient lim ( 


X-—r>00 


pour z —+ à. É 
4 
Solution. Si:z—2—0, alors — —— 00 et 2*-3—0, Par 
suite, lim << Si z—3<+0, alors Une 
x3— 0° ie oo ; ee T8 
PEER 
Le 4 
2*-#—+>+oo et lim ————0.. . | 
x>3+0 —_— ZT *; re 
z-L2T$ 


514." Troùver les limites à gauche et à droite de la fonction f(x) — 
1 ic . oo 


— e*-8 ]orsque x —+ a. 
CR 1 
, ë di ; _— 
Solution. Sixz—a—0, alors ———>—0c et lim e*-c=0. 
: Ta x+a—0 ! 
! 1. . 
Si —a<+0, alors ———>+oo et lim'e*-4= oo. 
is x—+a-+0 
” æè—6r+8 


515. Trouver tin —B+0" — 1 


Réponse. _ 
Vi+z+e-Vi=r+tx 


516. Trouver lim 5 
Z2—x, 


x—0 
Réponse. —1. 
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x?2— 5x6 


517. Trouver lim 2 


x—+3 
Réponse. 


Fi 
6 e 
518. Trouver D ie 


Réponse. —2. 


._ Sin(a+2h)—2sin(a+h)+sina 
519. Trouver es a 
Réponse. —sin a. 


: tg mx 
520. Trouver lim 87. 
x+0 Sinnz 
: t 
Réponse. —. 
tg x — tg Zo 


521. Trouver lim — 
T— T0 


X—X0 
Réponse. sec? xo. 


, Sin T—COS z 
522. Trouver lim = 


r—4x 
Mere 
Réponse. ne 
523. Trouver lim eo : 
us n— 2x 
DÉTENTE 


Indication. Poser +—r=a. 


Réponse.  . 


924. Trouver lim 


X— 00 


Réponse. co. 


224 + 3x2+ 517 —6 
23+3z2+7x—1 


” x . (2x$+4r +5) (z°+z+1) C 
525. Trouver lim D Gr 2 Tee D 
Réponse. 2. 


926. Montrer que pour n—0c, la suite — 2 , ee 
Élee admet une limite égale à 4 

e 9 n—+1 , . ee oe Le 

927. Montrer que pour n2—>oc, la suite 1, —. -., is 

pr... st un infiniment petit. 
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. . 22—7z+ 10 
528. Trouver mt Æ—B&+12" 


Réponse. SA 


& 
529. Trouver lim Vitste2 
X——1 z+1 
Réponse. —— 


530. Trouver lim ÉRETEES 


X— 


: 1 
Réponse. —-. 


531. Trouver lim L 


x—0 V1 +z—1 | 
Réponse. 3. 


532. Trouver lim VitrtaVTE2se 
9 


x2 z2— 2x 
Réponse. Va 

.. 1—cos 5x 
533. Trouver UT ETES 
Réponse. &. 
534. Trouver lim =. 


x—+0 


Ré ponse. + . 


935. Trouver lim 
x—+0 


In ({+ mx) 
à 
Réponse. m. 
.. 2X+3 
536. Trouver Lu DEP HE 
Réponse. 1 si T—<+oo; —1Â si r—+— oo. 


537. Trouver lim UÆZ + ax + b — V x? L cx + d). 


X—00 
— C 
+) 


538. Trouver lim (sinVz+1—sin x). 


X —+ 00 


° (l 
Réponse. 


Réponse. 0. 
539. Trouver lim (y z+1—y x). 


X — 00 


Réponse. Ü. 


(CH. V 


181 


LIMITES 
._ 1—5* 
540. Trouver lim-———. 
x+0 1 — 7 
Réponse. In 5. 
541. Trouver lim  - 
x—0 X— 5x 
; ‘In (8/7) 
Réponse. (65) : 
542. Trouver lim 
Réponse. 2 
æ e 5x — 1 
543. Trouver lim : 
x—0 
Réponse. Ins. 
.. Vz—i 
544. Trouver lim re 


Xi 
Indication. Poser zx —t". 


Réponse. _. : 


545. Trouver lim — 
x-+0 |T Ver 


sin z 


Réponse. 1 si +0; —1 si x——0. 


t+sint 
t—sint" 


546. Trouver lim 


Réponse. . 
..  Sin3z—sinzx 
547. Trouver EU PT CES VI 


Réponse. 2. 
1 


548. Trouver lim 10", 


x-D—-0 


Réponse. 0. 
549. Trouver limsin x. 


X—+ 00 
Réponse. Il n'y a pas de limite. 
b 
550. Trouver lim +. 
nd tr 1 


Réponse. J. 


551. Trouver limt[y a—1](t> 0). 
t—» 00 


. : | . 
Indication. Poser T—-——, où zx — (0. 


Réponse. Ina. 
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552. Trouver lim (= je, 


x2 
X— 00 
Réponse. e. 


993. Trouver lim (4 + LY. 


X—00 


Réponse. ei. | 
554. Trouver lim | L  ): 


un z—3  x2—9 
Indication. Réduire au même dénominateur les fractions 
entre parenthèses. 


Réponse. + 
555. Trouver lim 
xs0 Z + z 


: 5) 
Réponse. In 7: 
: 2 TX — 
956. Trouver lim———. 
xt TIMz 
Indication. Avoir en vue que z*—e*inx, 
Réponse. 1. 


557. Trouver lim 
«0 

Réponse. —3. 

958. Trouver lim 


X + 00 


In (4 — 3x) 
ne 


zd+ 528 +7 
2254 3x441 
Réponse. (. 


999. Trouver lim RETIRE, 


x—0 
Réponse. _ 
060. Trouver lim (5). 
X —+ O0 


Indication. Diviser par x le numérateur et le dénomina- 
teur de la fonction homographique. 
Réponse. e'?. 


561. Trouver lim (2 — cos a)cosec? à, 
a» 0 


Réponse. Ve. 


562. Trouver lim (NT. 


Réponse. ec-b. 
1 


563. Trouver lim (5). 


X—2 


Réponse. Ve. 
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$ 5. Comparaison des infiniment petits 
Soient & (x) et B (x) des infiniment petits lorsque x — a. 


1. Si lim 3 = 0, on dit que «& est un infiniment petit d'ordre supérieur 
X—+a 
par rapport à ff. Dans ce cas, on écrit &« = o (f). 


2. Si lim F —= m, Où m est différent de zéro, on dit que « et B sont des 
X—+a 
ce £ li ‘ | Q e Q 0 e 
infiniment petits de même ordre. En particulier, si lim — 4, les infiniment 
X->a 
petits & et B sont dits équivalents. La notation &« — f veut dire que « et B sont 
des infiniment petits équivalents. 


Sie, co, cela signifie que lim Ê — 0. Donc, $ est un infiniment petit 


d'ordre supérieur par rapport à « et l’on écrit B = o (æ). 

3.,Si «* et $ sont des infiniment petits de même ordre et que k > 0, on 
dit que l’infiniment petit $ est d'ordre k par rapport à a. 

Signalons quelques propriétés des infiniment petits: 

1) le produit de deux infiniment petits est un infiniment petit d'ordre 
supérieur .par rapport aux facteurs du produit, c’est-à-dire si y — «f, alors 
y—0o(x) et y— o (B); 

2) deux infiniment petits a et B sont équivalents si, et seulement si, leur 
différence « — $ — y est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport 
à «a et f, c'est-à-dire si y — o (a ); y = 0 (B); 


3) si lim 4 m, & — y, B — B,, alors AA e =" m, c'est-à-dire si le 
Y—a 
rapport de deux infiniment petits admet une limite, “cette limite reste invariable 
lorsqu'on remplace chacun de ces infiniment petits par son équivalent. 
Il est ie de se rappeler que, si x — 0, les infiniment petits ci-dessous 
sont équivalents: 
sinx—zx, tgr—zr, arcsinxz —zx, arctgz—x, In (1 + x) — zx. 


564. Soit { un infiniment petit. Comparer les infiniment petits 
a = D + 26 et B = 3 + 28. 
Solution. On trouve 


ot? + 215 5+213 5 
er AR LUE Er NL 2 Mt 


La limite trouvée est différente de zéro, ce qui signifie que « etf 
sont des infiniment petits de même ordre. 

965. Comparer les infiniment petits æ& = t-sin?{ et fB — 
= 21-sin t (t —+ O0). | 

Solution. On trouve 


, t-sin?t 1 
lim Jim 2 = © Jimsint— 0, 
1-0 D ro Ztrsint 2 10 


c'est-à-dire &— 0 (B). 
966. Comparer les infiniment petits & = t In (1 +t) et f — 
= tsint(t— 0). 
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Solution. On a 


In (1+t) 
PONS LL ne ASE = ne = 4, 
t0 #0 tSmi 10 7” siné 0 Siné 
c'est-à-dire à — B. 
967. Trouver lim LA AE A 2 
| x—r0 tg (z ) 


Solution. Remplaçons le numérateur et le dénominateur 
de la fraction par les infiniment petits équivalents 


In (1 + 3zsin x) -— 3x sin x, tg (x?) — r° 
et 


—— 
es 


oi tg (x?) x— 0 - x—+0 

968. Déterminer l’ordre de l’infiniment petit y — xe* par rap- 
port à l’infiniment petit x. 

Réponse. y — x. 

569. Déterminer l'ordre : de l’infiniment petit y — 
= V1 + zxsin x — 1 par rapport à l’infiniment petit x. 

Réponse. 2. 

570. Déterminer l'ordre de l’infiniment petit y = V sin 2x par 
rapport à l’infiniment petit x. ï 


In (1+3zsin x) LL 3x sin x —3lim sin z 3 
———— S ; 


Réponse. J 
9/1. Comparer les infiniment petits à = sin? tet Bf =ttgt 
si + 0, 
Réponse. à« = 0 (f). 
97/2. Comparer les infiniment petits &œ = (1 + x)" — 1 et f = mx 
si z—>0 et que m est un nombre rationnel positif. 
Réponse. a — f. 
573. Trouver lim V1+T2—1 
| x 0 tg 3x 
Indication. Remplacer le numérateur et le dénominateur 
par des infiniment petits équivalents. 
Réponse. _ 
574. Comparer les infiniment petits « = a*° — 1 et f—=zxzina. 
Réponse. à —$ 
sin? 3x 
979. Trouver De TETE 
Réponse. 9j4. 


576. Trouver lim - 


Réponse. ——. 
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In (1+-z— 3x2 + 2x8) 


577. Trouver lim Mn 48+2) 


x— 1 


te | => 
e 


Réponse. — 


; In cos x 
8. T —— 
57 rouver . PNTES 


Indication. Mettre l'expression cos zx figurant sous le signe 
du logarithme sous la forme 1 —(1— cos x). 
e 1 
Réponse. eo 
] X=1 — 
579. Trouver lim #2 (77 —1) 


ei In z 
Réponse. 1. 
Var 


980. Trouver Lim —. 
x-0 (+zx) y (1+x)2—1 


Réponse. 9/25. 
( X _ 
581. Trouver lim =D 6 0 
a 0 (3%— 1) (6% —1) 
In 5:ln 4 
In 3-In6 : 
3/0 17 9. ‘ 
582. Trouver lim ne 2 
Indication. Diviser par 2 le numérateur et le dénominateur. 
Réponse. 1,6. 


Réponse. 


$ 6. Continuité d’une fonction 


Une fonction f (x) est dite continue en un point a si: 1) elle est définie dans 

un certain voisinage du point a; 2) la limite lim f (x) existe; 3) cette limite est 

Xx—a 
égale à la valeur que prend la fonction au point a, c’est-à-dire lim f (x) = 
X—a 

= f(a). . 

Si l’on note x — a = Azx (accroissement de la variable) et f (x) — f (a) = 
— Ay (accroissement de la fonction), la condition de continuité de la fonction 
peut s’écrire comme suit: lim Ay = 0, ce qui signifie que la fonction f (x) 

Ax-» (1) 

est continue au point a si, et seulement si, à un accroissement infiniment petit 
de la variable en ce point il correspond un accroissement infiniment petit de la 
fonction. 

Une fonction continue en chaque point d’un domaine (intervalle, segment, 
etc.) est dite continue dans ce domaine. 

Un point a appartenant au domaine de définition de la fonction, ou étant 
un point frontière de ce domaine, est appelé point de discontinuité si en ce point. 
la condition de continuité de la fonction n est pas vérifiée. 

Si les limites finies ci-dessous existent 
lim f(æ=f(a—0) et lim f(x) =f(a+ 0), 

0 x+a+ 0 


X—u — 
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et que les nombres f (a), f (a — 0), f (a + 0) ne sont pas tous égaux, le point a 
est un point de discontinuité de première espèce. 

En particulier, si la limite à gauche et la limite à droite de la fonction au 
point a sont égales f (a — 0) = f (a + 0), mais ne sont pas égales à f (a), le 
point a est un point de discontinuité éliminable. 

Les points de discontinuité qui ne sont pas des points de discontinuité de 
première espèce sont appelés points de discontinuité de deuxième espèce. Aux 
points de discontinuité de deuxième espèce il n’y a pas de limites unilatérales 
(à gauche ou à droite). 

La somme et le produit des fonctions continues sont aussi une fonction con- 
tinue. 

Le quotient obtenu à la suite de la division d’une fonction continue par 
une autre fonction continue est une fonction continue en tous les points où le 
diviseur n'est pas nul. 


583. Montrer que si x = 4, la fonction y — —— présente une 


discontinuité. 
Solution. On trouve 


[2] ZT 
— — 00 lim — + ©. 
ru + 


X—+h-} 


On voit ainsi que si x — 4, la fonction n’a pas de limite finie 
ni à gauche ni à droite. Il s'ensuit que le point x = 4 est un point 
de discontinuité de deuxième espèce (fig. 29). 


Fig. 25 Fig. 26 


584. Montrer que le point x = 4 est un point de discontinuité 


pour la fonction y = arctg +, : 


Solution. 


Si x—4—0, alors us cotot lim y= ELA 
z—4 x—h—0 = 
Siz—4+0, lors = 2-54. et lim y— _ | 
z—4 x—h+0 2 


Donc, lorsque x —+ 4, les limites à gauche et à droite de la fonc- 
tion ont des valeurs finies distinctes. On peut donc dire que le point 
zx — 4 est un point de discontinuité de première espèce. 

La différence des limites à droite et à gauche en un point de 
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discontinuité de première espèce est appelée saut. Dans notre cas, le 
saut est égal à — (=5) = n (fig. 26). 
Hi 


985. Montrer que six — 5, la fonction CRE > présente une 


2 
os 


discontinuité. , 2 , 
Solution. Au point. x— la fonction n'est pas définie, 


car la substitution fait apparaître une indétermination du type 


Aux autres points, la fraction peut être simplifiée par x — 5 étant 
donné x—5=2Æ0. Donc, pour x#5, on a y=zx<+5. On voit 
sans difficulté que 


lim y— lim y— 10. 
x—5—0 x 5+0 


Par suite, pour x = 5, la fonction présente .une discontinuité 
éliminable. Cette discontinuité est éliminée si l’on convient que, 
pour zæ = 5, y = 10. 

z?—25 
z—0 
est continue pour toutes les valeurs de zx si l’on considère que l'égalité 
È — x + 5 est valable pour toutes les valeurs de x, et même 
pour zx = 95. Dans ce cas, la courbe représentative de la fonction 

sera la droite y = x + 5. 
986. Trouver les points de discontinuité de la fonction y— 
o1/(x-2) _4 


De cette façon, on peut considérer que la fonction y = 


7 27&-D 1" 
Réponse. x = 2 (point de discontinuité de première espèce). 
987. Trouver les points de discontinuité de la fonction y — 


1 
 (z—1)(z—5) : 
Réponse. x = À, x = 5 (points de discontinuité de la deuxième 
espèce). 


588. Quel est le caractère de la discontinuité que la fonction 
y = — 5 présente au point x = 1? 


Réponse. C'est un point de discontinuité de deuxième espèce. 

989. Quel est le caractère de la discontinuité que la fonction 

sin x 
y = 


Réponse. x = 0 est un point de discontinuité éliminable. 
590. Trouver les points de discontinuité de la fonction 


présente au point x — 0? 


tg zarctg PE 


1 z(z—5) 
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Réponse. zx — 3 (point de discontinuité de première espèce); 
x — 5 (point de discontinuité de deuxième espèce); x = 0 (point 
de discontinuité éliminable); x — 5 + nn(n =0, 1, 2, ...) 
(points de discontinuité de deuxième espèce). 
591. Trouver les points de discontinuité de la fonction 
_ —6z12+ 11xr —6 
y 2z2=—3rz+02 
Réponse. x = 1, x — 2 (points de discontinuité éliminables). 
592. Trouver les points de discontinuité de la fonction 
EE — 
JT LG Mr T6 


Réponse. x — —2, x — —3 (points de discontinuité de deuxième 
espèce), zx — —1 (point de discontinuité éliminable). 
593. Trouver les points de discontinuité de la fonction 
a 
1 z2Lz+i 
Réponse. La fonction est continue dans l'intervalle infini (—co, 
+ 00). 
594. Discuter la continuité de la fonction 


| 
IG D G—6 


dans les segments: a) [2, 5]; b) [4, 10]; c) [0, 71]. 

Réponse. a) la fonction est continue; b) la fonction possède un 
point de discontinuité de deuxième espèce; c) la fonction possède 
deux points de discontinuité de deuxième espèce. 

595. Discuter la continuité de la fonction 


1 
JDE +25 
dans les segments: a) [6, 10]; b) [—2, 2]; c) [—6, 6]. 
Réponse. a) la fonction est continue; b) la fonction possède deux 


points de discontinuité de deuxième espèce ; c) la fonction possède 
quatre points de discontinuité de deuxième espèce. 


CHAPITRE VI 


CALCUL DIFFÉRENTIEL DES FONCTIONS 
D'UNE VARIABLE INDÉPENDANTE 


$ 1. Dérivées et différentielles 


1. Dérivation des fonctions explicites. Soient x, et x, deux valeurs de la 
Me y1 = f (x1) et ya = f (x2) les valeurs correspondantes d’une fonction 
y = f (x). 

Alors la différence Ar = z2 — x, s'appelle accroissement de la variable, 
et la différence Ay = yes — y = f(x2) — f (x1) est appelée accroissement de la 
fonction sur le segment [x;, za). 

On appelle dérivée de Ya fonction y = f(x) par rapport à la variable zx la 
limite du LAPROE de l’accroissement de la fonction à l'accroissement de la 
variable quand celui-ci tend vers zéro: 


ou 
xz+Ax) — f(x 
j' (= lim LE +491 (0 
Ax—0 D 
Fe re : dy 
(la dérivée est désignée aussi par Je J' 
._. Géométriquement, la dérivée est le coefficient angulaire de la tangente 
à la courbe représentative de la fonction y = f(x) au point x: 
y = tg a. 
La dérivée n’est autre que la vitesse de variation de la fonction au point x. 
La recherche de la dérivée est appelée dérivation de la fonction. 
Formules de dérivation des fonctions 
fondamentales 


4) (zm) = mam-i, 


4) (ex) =er. 


5) (a*)' =ax*In a. 


6) (In r=—.. 
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, 1 
7) (logs x) lies 


8) (sinx) =Cos zx. : | 


9) (cos x)’ = —sin z. 
10) (tg x)’ = sec? zx. 
11) (cotg x)’ — —cosec2 z. 
1 
12) (arcsin x) = ——— ,. 
 (aresin 2) = — 
1 
43) (arccos x) = — —— , 
à É Vi-e 
; 1 
14) (arctg 2)" = Ta à 
: 15) (arccotg x)'— —T en 3 de 
. ; 
46) Gha) = (5e) ma | d. 


‘| ee MTS ee AE à . CR CS 


17) : 2) — (=—— : te ) =shz. 


: sh x \’ 1 
18) (th =) = He) — ch2z ° 
h {. ‘4 " . 
19) (cth x)’ =(=) =- ne k: 


des dérivées. 
1) C'=0. 2) Z'=1. 3) (u +)’ —ù +v. 4) (Cu) = Cu’. 


5) (uv) = up uv. 6). (5) Re : | 
7) Siy = f(u),.u = u (x), c'est-à-dire y= f [u (x)l,. où les fonctions f (u) 
et u (x) Dossédent des dérivées, alors. ni. 
Yx = Yu'Ux 
(règle de dérivation d’une fonction composée). 


596. En s'appuyant sur la définition de la dérivée (sans avoir 
recours aux formules de dérivation), trouver la dérivée de la fonction 
y = 21° + 52° — 7x — 4. 

Solution. Donnons à x l'accroissement Az: y prend alors 
un accroissement Ay: 


y + Ay = 2 (x + Az} + 5 (x + Az}? — 7 (x + Az) — 4.: 
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Déterminons par soustraction Ay: 
Ay= [2 (x+ A2) +5 (2+ A2) —7(x+ Ar) —4] — 
— (27 + 522 — 7x — 4) = 62° Az + 6rAx? + 
+ 2A x + 10xAzx + 5Az2 — 7Azx. 


Trouvons le rapport de l'accroissement de la fonction à l’accrois- 
sement de la variable: 


2 Gr2 + 6xAx + 2A72 + 107 + 5Az—7. 


no la limite de ce rapport quand Azx — 0: 
lim = — on (6x? + 6xAz + 247? + 10x + 5Ax — 7) = 6x2 + 107 — 7. 
Ax—0 
Ainsi, . a définition de la dérivée 


y" = 6x? + 10x — 7. 


597. En appliquant la définition de la dérivée, trouver la 
dérivée de la fonction y = V x. | 
Solution. Trouvons l'accroissement de la fonction Ay= 


Mérars D'où l’on tire 
MeV im VE VE, MN 
| Ax- 0 < Re. ‘ | 
De cette façon, 
| 4x0 … Te z+Az+V à) 
TR 
Ax— 0 PANNE, 
4 
— lim D ri — . 
ao Vaste = | : 


Ainsi, 


{ 
2Vz | 
598. En appliquant la définition de la dérivée, trouver la dérivée 
de la fonction y = —cotg x — x. 
Solution. On trouve 
Ay = —cotg (x + Az) — (x + Az) + cotg x + x = 
= cotg x — cotg (x + Az) — Az. : ‘| 

Utilisons la formule 


cotg à — cotg B — sin (B—a) 


sin a-sinf 
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D'où 
_—_Sin(z+Az— 2) L sin Az 
AY =-nesm@tag 0 sin x sin (z+ Az) — Àx, 
sin Az 
By br  __, 
"Az  sinzsin(z+ Aa) 
et 
sin Az 
Ay Az __ À 
Dm M mesmet ag 1 me l 
Ainsi, 
J'= mg 1 cote x. 


En appliquant la définition de la dérivée, trouver les dérivées 
des fonctions: 


599. y= +. 

: 2 
Réponse. y’ — — 7: 
600. y =? x. 

: 2 
Réponse. y se 


601. y—5sinxz+3cosz. 
Réponse. y —5cosz—3 sin zx. 
602. y=—5(tgr—r). 

Réponse. y —5 tg° x. 


1 
603. J—esT1: 
Réponse. y'— TTL 
604. y= 2”. 


Réponse. y':=2*.2r.ln 2. 


En s'appuyant sur les formules et les règles de dérivation, trouver 
les dérivées des fonctions suivantes: 


605. y — 22° — 57° + 7x + 4. 

Solution. nee Dave) + (à) — 2 (x) — 
— 5 (2°) + 7x + 4" = 2.82? — 5.9x + 74 + O0; y = Gr? — 
— 10x + 7. 
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606. y — x° -e*. 

Solution. y'—x(e*) +e*.(x?) = x°e* + 2re* = ze* x 
X (x + 2). 

607. y — x° arctg zx. 

Solution. y’—1z*{(arctg x)" + arctgz.(x°)" — Por +8 x 

LI 

1+ zx? 

608. y=ry x(3lnxr—2). 

Solution. Mettons la fonction donnée sous la forme y = x3/2 x 
X (3Inx—2). Alors 


X arctg x — — 3x2.arctg x. 


y' = nr. $+ Sr (3Inx—2) = 3xt/2+ 2 x1/2.1n x — 3x1/2 — 
= Vz x. 


609. y = arcsin z 


; z-(arcsin x)’ —arcsin z-(x)})’ 
Sobntion.. ge Rems nr ts) 


22 
1 
Te ——— —arcsin x =__— 3 
__ Vi-zx __æ—V1—xarcsinz 
H z2 — rè V 1-22 
sin z—Cos x 
610. y = —— 


7 sinz<+cosz 
Solution. On a 


, _ (sinz+cos x) (cos x+sin x) —(sin r—cosz)(cosx—sin x) 
= (sin z+ cos x)? a 
__ (sinz+-cosz)?+(sinz—coszxz)? 2 
En (sin x cos x)2 —_ (sinz+cosx)2 * 
611. y— (21° +5). 
Solution. Posons 21°+5=—u, alors y—ut. Selon la règle de 
dérivation d’une fonction composée, on a 


y'={(u"),-(22$ +5); = 4u$ (6x2) — 2472 (27$ + 5)$. 
612. y = te 2. 
Solution. y —6tgfzr.(tg x) — 06 tgfx.sec? x. 
613. y — cos? x. 
Solution. y —2cosx(cosx) = —2cosx.-sinxz— —sin 2x. 
614. y = sin (2x +3). 
Solution. y —cos(2r+3).(2r+ 3) — 2 cos (2x +3). 


13—01673 
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615. y—=tglnzx. 
Solution. y'= sec? (Inx)-(In 2) = sec? (In x). 


616. y — sin° _ 


Solution. On trouve 
= 3sin2 2. (sin =) —3 sin cos ZE) = sin? Z.cos 2 
y —3sin 3 (sin =) — 3 sin 3 cos (+) sin? -cos—. 
617. y—In(x?+5). 


Solution. y’— = 


7 (22 +5) — TES 


618. y—Intg L. 


Solution. On a 


= (+ =) = 1, sec? 2 (+ _ 
A 7 (3) 
85 8% 
| 
2 tg Z. cos? & 2 sin = cos — Sn 


2 2 2 2 


619. y=Iin(r+V z2+1). 


Solution. On trouve 


pue te +1) = 
y bis (x+V x +1) 


1 
Ver” 
RE OR Ci" ES 
TEE = zHVeti Vz+i V 2+1 
620. y=In (V 2sinxz+1+V2sinr—1). 
Solution. On a 


, 1 RER TER D a a Nr 
y == Visins+i+V2snz—1) —= 
| 
— V2smetit)2smal 
2 cos z 2cos8zx )= 
2V/2smz+1 2V2sinr—1 
ER 
V'2sinz+1+V2sinr—1 

cos z(V/2sinz+i+V2sinr—1 COS z 
DEEE — 
V'4sin?r—1 V/4 sin2 z—1 
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621. y=EVr+k+S.in(rt VE). 
Solution. On a 
k | 


ne + Sr 2 D de 
LEE 2Vz+k ‘2 Æ GAL ere 
D 2 21 
x (1+2—) VE" El pau À 
LR 1 VAEte _ tk TE 


2 z+Va+k Va+tk  Vr+k 


; 2x2 
622. y —=arcsin x [x << 1. 
Solution. On trouve 
, { ( 2x2 


EE ET 


LH m)és— Da dns 1 4æ(i—zt) 4 
(1+ xt)? _ Vi-24+% 14 1+2: 
623. y—arctg EE. 
Solution. N a 
fe 1 1 3 
is _ x ‘3r — 20+Im2) 


624. y = e*.arctg e* — 1n V 1 + ex. 
Solution. En mettant cette fonction sous la forme 
y = e*.arctg + In (1+e?°), 
on obtient 


Le arctg e* — 2 1 _,,2x,9 


re. 1 
en 1 +e2x 2 1+e2x 


2 2 . 
= ET + e*-arctg e* —— Te — e"-arctg €”. 
__ sinz {+ sin x 
625. y— cos? z +in COST 
Solution. Transformons cette fonction 
Yi=—— = + In (1 + sin x) — In cos x. 


13* - 
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Alors 
COS? x COS x —Ssin z:CO0S x (— Sin x) . 


? 
y — cosi z 


+ 1 cos — 1 (_ sinx) 
1-- sin zx COS z . 
ou 
É ,_ Cosz+2sin?z |, cosx(i—sin x) sin z 
cos  T Î—sme cos 
_ cos z+2sin?z 1—sin x sin z 
cos$ x + cos z Der 


cos? x +2 sin? z 2 _ 
= 7 cosx 


626. y=s te Vz+in cos V x. 
Solution. On a 
y'=tgV x-sec? V x. PE + TE .(—sin V x) x 
—— tgV x (sec? V z—1)— De te V x. 
Z 


1 
2Vz Vr 
TZ 
627. y=5 shÿ + 3 sh5 


Solution. On trouve 
L T | & T A 225 
=15sh?-—.ch +15 sh 5h. 


— sh2 <= .ch <<. is 
=sh ch + (1+sh 15 } 
d'où en utilisant la relation ch?z—sh2zx—1, on obtient finalement 


—_ 2 < 
y =sh Ch. 


628. y = x*°. 
Solution. Dans ce cas, la base et l'indice sont fonctions 
de x. En prenant les logarithmes des deux membres, on aura 
Iny=2Inx. 


Dérivons par rapport à æx les deux membres de cette dernière 
égalité. Vu que y est fonction de x, alors 1n y est une fonction com- 


posée de x et (ln y) nr y". 


Donc, 
4 =p.1497.nx Y__>(1+2lnx) 
CE TE | 

y'=2y({Â+2Inr)=2r" (1+2Inx)=2*"+1(14+2Inx) 
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629. y-=(sinx)®*. 
Solution. On a Iny=tezx- In sin 2, 


etes. . cos x + sec? x.In sinx = 1+secz-Insin x, 


sin z 
y'=y(1 + sec? z.In sin x) = (sin x)® *(1 + sec2z.In sin x). 
(2r—1)3. V/ 3r+2 
30. ——" — 
as (5z+4)2 Y 1—z 


Solution. Dans ce cas, il est aussi utile de prendre préalable- 
ment les logarithmes de la fonction donnée : 


Iny—3in (27—1)++ In (3z+2)—21n (5z+4)—+In(1—2), 


y” 3 3 
y 2x1 24 dE à Rssis 3({—x) 


, Ce EL 

(5:14 En 2r—1 + = Hit T3 1 |: 
Trouver les dérivées des fonctions suivantes : 

631. y= +. 

Réponse. y' — À. 


632. y=szÿ/x. 
Réponse. “uns 
633. y=+nVz- x5 Vr+ Laye. 


Réponse. y'= x? Va —e0 : 
634. y—(x?+2z+2)e"*. 
Réponse. y = —zx?.e* 

635. y—3x°.Inx—zx". 
Réponse. y —9x?.In x. 


bi ve 


32X ° 
: , 8 \x 8 
Réponse. y =(5) ns. 
637. y—zx?sinxz+2xrcosx—2 sin x. 
Réponse. y'—=2?.cos x. 
638. y = In (27° + 3x?). 
6(x+1) 


» prun CONS E 27. 
Réponse. y" — pPCRTEE PL 
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639. y = V1 — 3x2. 


Réponse. y = ee 
V 1—37%? 

640. y = x-arccos T— V 4— x. 
T 


2 
641. y—V z-arcsin Vr+V1—7x. 


Réponse. y’ —arccos 


Réponse. y' = TE arcsin x. 
i œ x \2 

642. y — (sing cos) : 

Réponse. y — —cosx. 


643. y = cos’ - 


Réponse. y" — — COS? —. sin. 
644. y—Intg ET. 
Réponse. y’ — — 7 j 
Sin —— 
2 
645. y=Iny/ EE. 
Réponse. y = —— : 


646. y = tg 2x + _ tg° 2x ++ tgf 2x. 

Réponse. y’ = 2 secf 2x. 

647. y — _ sin° V x — £ sin x ++ sin’V z. 
; TE sin? V x-cos5 V x. 

648. y— In (3r2+ V 9x +1). 


Réponse. y = 


Réponse. D 
V 9z1+1 
————— 2 
649. = 5 V ax + arcsin +. 


Réponse. y =V a? — x. 

650. y=in Vite ti-2 Vies 
V'atgr+i1+2Vtez 

2 sec? x 


Réponse. y —= MA UUTE SI 
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651. y = cotg? + —2 In sin = . 
Réponse. y’ = cotg* +. 


652. y =arctg V 41? — 1. 


1 
Ré . —— 
éponse. y Ve 
ta 
653. y = arctg Va 
Réponse. =. 
654. y=arctgi=V 17 VAS 
1 
Réponse. = —_—_— ;, 
Li y 2 1—72 
: 2x3 . 
655. y = arcsin Tras Si |z| << 1. 
° 1 6x2 
Réponse. U 14 
9— r2 
656. y — arccos ———— Je 
» 1 6: “Sign x 
Réponse. y =— 519 
657. y—=e*—sin(e-*)-cos(e*). 
Réponse. y = —2e"*.sin?(e"*),. 
658. ae 
Réponse. | 
éponse. y = TES 
_ (z—1) (x —3}3 
659. yes 
Réponse. y = — dl 


(z—1)(&—2) (z—3) (z—2) : 
660. y — 1 — esin? 3+. cos? 3x. 
Réponse. y" = 3esin? 3x. sin 6x. sin? 3x. 
2 In? sin z+3 
661. y—In-Fprame 3 - 
24 In sin z-cotg z 
4 In4 sin z—9 
662. y—In(secz+tgzr). 
Réponse. y’ —sec x. 
663. y — — In (cosec x + cotg x). 
Réponse. y' = cosec x. 


Réponse. y = — 
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664. y—eV2x.(V 2r— 1). 
Réponse. y'=eV?x, 


75 
665. y=In Pr JEP BE 
Réponse. y" — L 
x (x$ÿ +2) 
sin z 2 
666. y= (Tics) : 
Réponse. y’ — ne. 
(1+ cos x)° 
1 sin z 
667. y = arcsin VTT : 
, RES COS x 
Réponse. y — Ts 
668. y— — cosec? + | 


æ ARÉETS 2 LT T 
Réponse. y’ — cosec T'Cotg =. 


669. y—=sin(Inx)-cos(Inx)—In _ . 
[| 


2 cos? (In x) 

z : À 
670. y—(25+3)[In(x +3) —1]. 
Réponse. y —52#:1n (15 +3). 


671. y—arcsin 1Æ +. 


Réponse. y = — 


Réponse. y' — 


Iz1V 5-2 
672. y=+[(r+a) V7+ 207 +p+(f— 0) ln (x+a+ 


+V 2 +2ux+8)]. 


Réponse. y" =V 2 +2axr +8. 

673. y — arcsin e“ + arcsin V 1 —e*. 

Réponse. y —0(. 

674. y=mV 2?+2ax+B+(n—ma).ln(r+ a+ 


+V 2 +2ax +8). 


mr+n 
V 2 +207+8 
TZ 
Vie 
1 
({— mzr2)9/2 j 


Réponse. y — 
675. 


Réponse. y’ — 


[G. VI 
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676. y — x? + 2x sin x cos x + cos? x. 

Réponse. y’ — 4zx:cos? x. 

677. y — cotg z-cosec x + 1n (cotg x + cosec x). 
Réponse. y — —2 cosec* x. 


sin z 
678. y— 1+lnsinz 


In sin z-cos z 

(+nsinz} : 
679. y—=3x.sin° z +3 cos x — cost x. 
Réponse. y —9zx-sin? x-cos x. 
680. y=In 151, 

V'i+zr2+1 
Réponse. D 
zV/1+z2 
681. y—e* —sine*.cos° e* —sin* e* cos e*. 
Réponse. y’ —2e*-sin?e*. 
682. y—=arctg (x +1)+ 
2 


Réponse. y'— 


z+i 
2242742 
(x2+2r+2)2 
683. y—zx(Inr—3In?x+61nz—6). 
Réponse. y’ = In*° x. 
684. y=In sin Vzr-teVz—Vrz. 


Réponse. y’ — 


: ln sin V x 
Réponse. y =——. 

Te 0 2V z-cos2 V x 
685. y =arctg = 

2 , _ _2(1+lnz) 
Réponse. y EE 

{ z z 1 z x 
686. z——7 (tgt 5 — cotg 5) Ta (tg2 5 —cotg+) + 
+5 Im t&—. 

Réponse. y = 5e 


687. y=In tg Ÿ +cosr+ + cos! Le 


: cosi x 
Réponse. y =————, 
P ÿ sin z 
z 
2 COS TS 
688. U — Z . 
sin 5 +5 cos — 


202 


CALCUL DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE 


1 


Réponse. V = nice 


689. y — _ tg? (sin x) + In cos (sin x). 
Réponse. y’ = tg* (sin x:cos x). 


690. y=in(t—<)+< 


Réponse. y'— 


x2(x—1)° 
La Vr+z 
691. D 
Réponse. D 
x (x+1) (x + 2) 


692. y—2zx.tg 2x + In cos 2r— 2x2. 
Réponse. y —4x:tg? 2x. 
693. y — arccos (2e2* — 1). 
… 2e* 
V T—2ex 

694. y—Ininxz(InIniInz—1). 
Inlninz 

zinxz 
z— ex 


Réponse. y’ — 


Réponse. y — 


695. y — 


2e2X (1 — 2x) 
zinz—1 
696. y=In "zinzti 
2(Inx+1) 
x2In2z—1 


Réponse. y’ — 


Réponse. y — 
3x — 23 
697. U = arCig : 
: , 3 
Réponse. y' = EEE 


tes Dane, T0 
698. y=-sin?z + cos’ x Z 


Réponse. y'—asin 2x. 


e’ sin x 
699. y —Intg z 
à sin x 
? ? (4 COS T 
Réponse. y — EECE 
sin 


9 


700. y—=tg* (tgr) +3tg(tg zx). 
Réponse. y' = 3 sec? x:sec" (tg x). 


cos 2x. 
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701. y= EE — M : 
Réponse. y' = — CEE, 

702. y— ne +. 

Réponse. y = — Se 

703. y=V 2x +1 [ln (2x + 1) —2]. 
Réponse. y' =. 


704. y —=sec x (1 + In cos x). 
Réponse. y’ —sec x-tg x-In sec zx. 
705. y—=e*.y/ 1— 22% — arcsin e*. 
2e3x 
Vie 


706. y — 90083 x-3 cos x 


Réponse. y'— — 


Réponse. y'—3.95%%-3008% ins ».]n 2. 
eX.25x 
e [il =. ex.25x 32e 
Réponse. y=—5—"1ln =. 


In 


x 
108. y—2Tt 6 ar 
T 
Réponse. y" —0. 
709. y—=zx.sin x. cos r++ cos! z. 
Réponse. y —x.cos 2x. 


24x21 
z 
sinxz | 


Réponse. y' = 2e*.x. 


x COS x 
sin2r ° 


712. y=2(igVÿ z—V x). 
te? Vz | 


Réponse. y — 


Réponse. y’ — 
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° &a za  2a a‘ 
Réponse. y’ — er mr Ÿ 
714. y=imVéti= 
V'ai+1+7z2 
4x 


Réponse. y’ — Ed 


1 

2 te? : 

Réponse. y'=e? ".sinrte?r. 
24 

716. y =arctg + 


8x3 
1+x8 
717. y—zxe*.]n x. 


Réponse. y —xe* (2r?Inx+2Inx+1). 
718. y = arccos Y 1 —2*. 

- r 1 2x 
Réponse. y’ — 3 PRE In 2. 


N9. y= —mY —22+2ax ++ (ma +n) arcsin Éate 


Réponse. y — 


Var 
z he mr+n 
Réponse. y Var 
720. y= Ig,22. 
£ , In 2 
Réponse. y' = otre 


721. y = lg, sin? x. 


Réponse. y’ = _.cotg 2 


In 2 
722. y=lge(z+V +9). 
Réponse. D : 
V/:2+9:Ima 
723. y = zrarcsin x, 

2 , ; la x arcsin x 
Réponse. U = rarcsin A +). 
Lie y=() : 

(x —1)$ 


Réponse. y — 8-1 ; 
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2% (z+1)3 
725. EE 
sd (z—1}2 V/2z+1 
2* (x+1)3 ( 9 3 2 4 ) 
(x—1}2 V2r+1 


726. y =D [(m + 1) cos (r 1n x) + nsin (n In x)]. 


Réponse. y = x"-cos(n In x). 

727. y=—=(zx tg x + In cos x)-tg (x tg x +In cos x) + In cos (x tg x + 
—+ In cos x). 

Réponse. y —(xtgx+ In cos zx) sec? (x tg x + In cos x) x sec? zx. 

728. y(xcos x —sin x)-[1n (x cos x — sin x) — 1]. 


Réponse. y’ — 


Réponse. y — —zxsinx-ln d x—sin x). 
729. y—=—In (L+y/L£+1 a+) 
Réponse. y" — RTE 


730. y —3 sin (xe* — e*) — sin° (xe* — e*),. 
Réponse. y" —3cos* (ze —e*).xe*. 
731. y = arccos (2x V1 —x?). 

2 (1— 2x?) 
11—22x21V 122 
732. y=|xr| (x 0). 

4, si z>0: 
—A4, si <<. 


Réponse. y — — 


Réponse. y = 
733. y=|f(x)|. 
f(x), si f(2)>0; 


Réponse. = _f(»), si f( <O. 


734. y—=|3x—5|. 
3, Si 1>—; 
Réponse. y'— s 
— 3, Si TL: 
735. y—elxi. 
Ré : e, si z>0;: 
onse. y — 
€p ÿ —e*, si z<(. 


736. y—|x|+]z—2|. 
— 9, six <O0:; 
Réponse. =! 0, s0<zxz<2: 
2, sir >2 
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737. y— re" (sin r— cos x) + e*.cos zx. 
Réponse. y — 2xe* sin x. 
738. y—=Infr-sinz+cosx+V (xsinxr+ cos x)? + 1]. 


: z COS x 
Réponse. y — 


_ V' sin x + cos z)2 + 1 
739. y= (x Inz—zxz—1). 


Réponse. y —x(Inxz—1): _ In x. 
740. y=ilg,,..sinzx. 


Réponse. y’ = cotg z-Incos z+tgzx-Insinz 


In? cos x 
741. y=lge (a+ Va +1). 
7 ’ na 1 
Réponse. y 7 oVonec. 
742. y=1g,e. 
Réponse. y’ — ee, 


743. y = Ig.2 x. 
Réponse. y —0. 
744. y= lg, 2°. 
Réponse. y’ =. 
1 
745. y—xMx, 
Réponse. y —0. 
746. y—= 2". 
Réponse. y =" (1+Ilnx). 
747, y—=x*.2*.r?. 
Réponse. y —x".2*.xr? (in 2+ 2 {1 —In z) À 
748. y—zxmx, 
Réponse. y —2xMmx-1.Inx. 


2V/z+1 

749. RL AE 

9 (x—18%/5z—1 

é ,_ æVr+i [2 1 __ 8 ___1: 
Réponse. y = NV + ——— — —— |. 
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790. Montrer que (sec x)’ — sec z:tg x. 

791. Montrer que (cosec x) — — cosec x :cotg x. 

752. Montrer que (u°) —vu°"t.u"+u°.v'Inu. 

753. Etablir les formules de dérivation de arcsec x et arccosec x. 
1 


1 
Réponse. (arcsec2) =—, (arccosec x) = — —— , 
P ( ) VE" ( ) VE 


754. Que devient l'expression u = y? +y'? + + si y—2cosx? 


Réponse. 4 cosec? x. 
755. Montrer que la fonction y = (x? + 1)(e* + C) fait de l'équation 


, 2xzy ; Re 
V —231 — €e* (1x2 + 1) une identité. 


2. Dérivation des fonctions implicites. Soit F (x, y) — O0 une équation 
qui définit y comme une fonction implicite par rapport à z. Dans tout ce qui 
suit, on va considérer cette fonction comme dérivable. 

En dérivant par rapport à x les deux membres de l’équation F (x, y) = 0, 
on obtient une équation du premier degré par rapport à y’. On en déduit facile- 
ment y’, c’est-à-dire la dérivée de la fonction implicite. 


756. Trouver la dérivée y; à partir de l’équation x? + y? = 4. 
Solution. Vu que y est fonction de x, alors y? sera considérée 
comme une fonction de fonction par rapport à x. Ainsi, (y?) — 2yy'. 
En dérivant par rapport à x les deux membres de cette équation, on 


obtient 2x + 2yy' = 0, c’est-à-dire y” = er s 
757. Trouver la dérivée y; à partir de l’équation 2° + In y — 


— gel = (, 

Solution. En dérivant par rapport à x les deux membres 
de l'équation, on a 

324 — ciel. y" — 27e! —0, 
d'où 
r _ (2zyeU— 3x2) y 
= 1 — z2yev 
Trouver la dérivée y. des fonctions implicites : 
758. x° + y° — STY = (0, 


Réponse. y == 


z—y2° 
759. Az? + 2Bzxy + Cy? + 2Dx + 2Ey+ F = 0. 
Az + By+- D 


Réponse. y — RCE * 
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760. x — Gr2y2 + Oyé — 5x2 1 5y2 — 100 = 0. 


, honte 
Réponse. y — ET 
761. x! — y" —0. 
y(y— zx In y) 


Réponse. y — 


z(z—ylnz) 
762. xsiny+ysinxz=0Q. 


y COS + sin y 
xCoSy+sinx ” 


763. ee” — 20 1 —0(. 


eX— y. 2XV.]n 2 
eU—r.2xV.]n2 ” 


764. sin(y—zx?)—In(y--1?)+2V/y—x2—3=-0. 
Réponse. y — 2x. 


oi — 
765. L + eux — y +=0. 
Réponse. y=—. 


766. x y?.Inx—4—0. 


Er 
2r-Inzxz 


Réponse. y = — 


Réponse. y — — 


Réponse. y = — 


767. x? sin y + y* cos x — 2x — 3y + 1 —0. 
2x sin y—y$ sinr—2 


P / 
Réponse. y = — z2 COS y + 3y2 cos z—3" 


3. Dérivation des fonctions données sous forme paramétrique. Si une fonc- 
tion y de la variable x est donnée sous forme d’équations paramétriques 
{ T—=® (£), 
y =" (#), 


on a alors 


dy 
dy ‘dt 
dx dr 
‘dt 


768. Trouver y’ = & , Si 


z=t3+3t+1, 
{ y= 354531]. 
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Solution. Trouvons =s2+3 et D 150 +458. Par conséquent, 


dy _ 1544152 


dx 3t2+3 
769. Trouver =, si 
T—=acoSi, 
{ y=asint. 


Réponse. y' = —cotgt. 
770. Trouver y= si z—e-tesinét, y-=ei-.cost. 


Réponse. et, 


771. Trouver pe, si p=(svVatt).a 0 pal. 


Réponse. 2 Va. Va 
, » _ dy : 
772. Trouver y = rs Si 
z=cht, 
{ y=sht. 
Réponse. ctht. 


4. Applications géométriques et mécaniques de la dérivée. Si une courbe 
est donnee par l'équation y = f (x), alors f’ (ro) = tg &, où « est l'angle fait 
par la direction positive de l'axe Ox avec la tangente à la courbe au point d’abs- 
cisse æo. 

L'équation de la tangente à une courbe y = f (x) au point Mo (Zoi Yo) vSt 


Yy — Yo = Yo (Z — To); 


où ys est la valeur de la dérivée y’ au point M5 (xo; Yo). 

On appelle normale à la courbe la droite qui est perpendiculaire à la tan- 
gente ot qui passe par le point de tangence. 

La normale est donnée par l'équation 


a 
U 0 


On appelle angle de deux courbes y = f, (x) et y = f, (x) au point de leur 
intersection M, (xo; ÿo) l'angle formé par les tangentes à ces courbes au point 
M). On trouve cet angle d’après la formule | 


_ __ 2 (wo) —f (xo) 
BP LES Go Go 


Si, lors du mouvement rectiligne d'un point, la loi du mouvement est 
donnée par la formule + 


s=st(t), 


la vitesse du mouvement à un certain instant t, est la dérivée de l’espace par- 
couru par rapport au temps: 
U =— s’ (£o)e 


14—01673 
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773. Quel angle forme avec l'axe des abscisses la tangente à la 


courbe y à tracée au point d'abscisse x = 1? 


Solution. Trouvons la dérivée y’ — xt — +æ; pour 


x = À, y’ = 3, c'est-à-dire tg « — 3, d’où l’on tire 
a = arctg 3 & 71° 34’. 
774. Quel angle forme avec l’axe des abscisses la tangente à la 


parabole y = x? — 3x + 5, tracée au point M (2; 3)? Ecrire l’équa- 
tion de cette tangente. 


Réponse. a= + , Y=rz+i 


775. Former les équations de la tangente et de la normale à la 
courbe x? + 2xy? + 3y = 6 au point M (1; —1). 
Solution. En partant de l'équation de la courbe, trouvons 
la dérivée 
2x + 2y? + 4zyy’ + 12y°y" — 0, c’est-à-dire y’ = — 
1+(—1)2 { 


Par conséquent, UP = — 21(—0+6(—1ÿ — Z° 


L'équation de la tangente est de la forme 


z+ y? 
2zy + 63° 


y+i= (xt), ou x—4y—5—0. 
L'équation de la normale est 
y+1—=-—4(xz— 1), ou 4 +y —3=0, 


776. Trouver l'angle formé par les paraboles y = 8 — r° et 
= 2°: 

Solution. En résolvant les équations des paraboles de façon 
à les satisfaire en même temps, trouvons leurs points d’intersection 
A (2; 4) et B (—2; 4). Dérivons les équations des paraboles : 1) y” — 
— —2x, 2) y — 2x. Trouvons les coefficients angulaires des tan- 
gentes aux paraboles au point À (c’est-à-dire les valeurs des dérivées 


pour x = 2): k, = —4, k, = 4. Par conséquent, tg p, — = 
=— EE p, = arctg (—8/15). De même on obtient l'angle des cour- 


bes au point B: @ — arctg à - 
777. Trouver l’équation de la normale à la parabole y* = 2pz 
au point M (x; Yo). 


Réponse. y—Yo= — — (TZ — To). 
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778. Former l'équation de la tangente à l’hyperbole . =È = 
tracée au point M (—9; —8) de l’hyperbole. 

Réponse. x — y +1 = 0. 

779. Former les équations de la tangente et de la normale à 


l'astroïide x = V2costt, y = V2sin®t, tracées au point pour 
lequel t — Te 

Réponse. +y—1—=0; x —y= 0. 

780. Former les équations de la tangente et de la normale à la 
cycloïde x = t — sint, y = 1 — cos t, tracées au point pour lequel 

I 


— 


T 
Réponse. z—y+2—— = 0; z+y—— = 0. 


781. Former les équations de la tangente et de la normale à la 


parabole semi-cubique x = f?, y = t* tracées au point pour lequel 
L'—=2; 


Réponse. 3x—y—4—=0; x + 3y — 28 = 0. 
s s Q 2 2 Q 
782. Montrer que la tangente à l’ellipse ts! au point 


0.270. 41 
a2 b2 __ ” 

783. Quel angle forme avec l’axe des abscisses la tangente à la 
courbe y = sh zx au point (0; 0) de la courbe? 


Réponse. 


M (xo; Yo) est régie par l'équation 


TI 
4 (] 

784. Former les équations de la tangente et de la normale à la 
chaînette y — ch au point où x = 21In2. 

Réponse. 3x—8y +10 — 6 In 2=0 ; 32x + 12y — 15 — 64 In 2 = 0. 


785. Former l'équation de la tangente à l’hyperbole équilatère 
x = cht, y —=sht au point { = t,. 
Réponse. zcht, — ysht, — 1 = 0. 


786. Trouver l'angle formé par la courbe y — x — x? avec la 
droite y = 9x. 


Réponse. tg p=+—. 
, a 1 
787. Trouver l’angle formé par les courbes y = x° et y mr 


, TH 
Réponse. —. 


4 
788. Trouver l’angle formé par les lignes y — 1 + sin x, y = 1. 
Réponse. —: ous | 
Éponse. ——; ——. 


14* 
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789. Trouver l'angle formé par les courbes x? + y? = 5, y? = 4x. 

Réponse. tg ®, = 3, tg pe — —83. 

790. Trouver l'angle formé par les courbes y = VW2sin x, y — 
= V2 cos x. 

Réponse. —-. 

791. Lors du mouvement rectiligne d'un point l’espace parcouru 
en fonction du temps est donné par l'équation 

1 2 rt 


Re JE HAE 
Sr AE Sin — 


({ en secondes, s en mètres). Calculer la vitesse du mouvement au 


bout de la deuxième seconde. 
Solution. Trouvons la dérivée de l'espace par rapport au 


temps : 


ds __ y, 1 1 nt 
sisi + Z ai 
En posant t=2, on a = 164 — 1/22 16,18. Par conséquent, 


v = 16,18 m/s. 

792. Un point se déplace sur la parabole y = x (8 — x) de maniè- 
re que son abscisse varie en fonction du temps t suivant la loi x — 
— 1 Vi (t en secondes, x en mètres). Quelle est la vitesse de variation 
de l’ordonnée au point M (1; 7)? 

Solution. Trouvons la loi de variation de l’ordonnée et pour 
ce faire, substituons { à x dans l'équation de la parabole: 


y=8Vt—8. 


La vitesse de variation de l’ordonnée sera définie par la dérivée de 
l'ordonnée par rapport au temps: 


— 12 t — 38. | 
Pour le point M (1; 7), la valeur de t est égale à 1. Donc,on 
obtient y = 9, c 'est-à-dire la vitesse de variation de l'ordonnée 


est de 9 m/s. 

793. L'espace parcouru en fonction du temps est donné par l’équa- 
tion s — t-ln (t + À) ({ en secondes, s en mètres). Trouver la vitesse 
de déplacement au bout de la deuxième seconde. 

Réponse. 1,76 m/s. 

794. Un point se déplace sur la parabole cubique y = x° de ma- 
nière que son ordonnée varie en fonction du temps £ suivant la loi 
y. = ai, Quelle est la vitesse de variation de l’abscisse en fonction 
du temps? 


# 9 3 
Réponse. x — Ya. 
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5. Dérivées d’ordre supérieur. On appelle dérivée du deuxième ordre ou 
dérivée seconde d’une fonction y = f (x) la dérivée de sa dérivée, c'est-à-dire 


La dérivée seconde est désignée comme suit: 


La” ou f” (x). 


Si s = f (1) est la loi du mouvement rectiligne d'un point, alors la dérivée 
, d?s : | 
seconde de l'espace parcouru par rapport au temps a st l'accélération de ce 
mouvement. 
De façon identique, la dérivée du troisième ordre de la fonction y = f (x) 
est la dérivée de la dérivée du second ordre: 


y" — (y”)'. 
D'une manière générale, la dérivée d'ordre n ou la dérivée n-ième d’une fonc- 
tion y = f (x) est la dérivée de la dérivée d'ordre (n — 1): 
SES CSSS 


La dérivée n-ième est désignée à l’aide des notations: 


d'y 
y, ou nv Ou fm (x). 
Les dérivées d'ordre supérieur (seconde, troisième, etc.) se calculent par 
dérivation continue de la fonction donnée. 
Si une fonction est donnée sous forme paramétrique 


z= (t), 
{ y="Ÿ (4), 
alors les dérivées yx, y%xx, . .. se calculent d’après les formules 
RC) 
y Er Ù Px x, 
y (Ye) ; 
XXX x! ) 


Pour le calcul de la dérivée du second ordre on peut aussi faire usage de la 
formule 


…  VHTi Ti 

Fm (5) 
795. Soit y== a+ Dai — Ban x 7. Trouvery’,'y”,y"”,.. 
Solution. On a 


y = 524 + 825 — Da? — 25 +, 


y" = 207 + 247? — 187 — 2, 
y" = 6072 + 48x — 18, 
yIV = 1207 +48, yV — 120, yYI=yVU— ,,,—=0, 
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796. Posons y—Inzx. Trouver y". 
Solution. On a 


| - 
nr 
— À 2?, 
F— 14.22%, 


y = 1.9.3 ... (R—1)(— pt ear (pt 


797. Posons y= 2*. Trouver y". 
Solution. On a y'—2*:In2, y”—2".In?2, 


y"—=2*.]n$2, ..., y =2"]n" 2. 


798. Posons y=sinz. Trouver y. 
Solution. On a 


ù LA 
y" —=cos x = sin (z + — 
y" = —sinx=sin 
y" = —cosx=sin 


: LA 
y" = sin (z+n. +): 


d n  dèt 
799. Trouver y = RU ee à 
T—acos b, 
y—=asin*{ 
Solution. On a 
,_ dy  (asin$t}  Sasin2tcost tot 
rl (a cos3 t)  —3acos?tsint B° 
pau (—tgéh  _ —sec2t 1 
Ode?  (acosst}; —3acos?tsint Basintcostt” 


Trouver les dérivées du second ordre des fonctions: 


2 
800. y— — Te : 


[CII VI 
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44 
G+5p 
801. y—2?(2nr—3). 


Réponse. y” = — 


Réponse. 
802. y — Te VT=+<+ Vi—xi+ zxarcsin x. 


Réponse. y"=2Y 1—x2. 


803. y — — +2. sin 3x2 cos 3x. 


Réponse. y”—=zx-sin 3x. 
804. y=xin(z+Vzx+a2) —V 22 + a. 
1 
V#+ae 
805. z—a(t—siné), 
y—=a(i—cost). 


D 1 cosoct À 
de — 4a CE D: 


806. z= arccos Vé, 
Pr 
= —4Vi RE. 


Réponse. y” — 


Réponse. y” — 


Réponse. y” — _ 
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807. Montrer que la fonction y = sin (ln x) + cos (ln x) satisfait 


à l'équation x°y”" + xy" + y = 0 


808. Montrer que la fonction y = x + sin 2x satisfait à 


tion y” + 4y = 4x. 


l’équa- 


809. Lors du mouvement rectiligne d’un point, l’espace parcouru 
en fonction du temps est donné par l'équation s = Vt. Trouver 


l'accélération du point au bout de la quatrième seconde. 
Réponse. —1/32 m/s°. 


Trouver les dérivées du troisième ordre des fonctions : 


ba 
810. 1 GT) 

; ” 1 
Réponse. y G+IX 
811. y=—In?z. 
Réponse. y" IE. 


812. y—(27+3) V 27 +3. 
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Réponse. y"=105V 2x-F3. 

813. y — sh? x. 

Indication. sh2z—2shzrchx. 

Réponse. y” —4sh 2x. 

Trouver les dérivées d'ordre nr des fonctions : 


814. y—x".V x. 

Réponse : y" = ST GRH y, 
815. = 

Réponse : = 

816. y —5—3 cos x. 

Réponse : y" — —+.2" cos (2r+2%) 


817. y—2*+2"*, 
Réponse : y=[2*+1(—141)".2%]In"2. 


818. y— en 


nm) _ nf(ad—bc)(—cjrt 


Réponse. y 


(cx+ dpi 
819. y — ex, 
Réponse. y" = k.eh*, 
820. y = cos x. 
Réponse. y" —cos (z + ) ? 


821. r = Int, 
{ 
Loi. 


: Es dn n 1 
Réponse. y‘ == (—1) +. 
A x = at + b, 


y = ot? + fi + y. 
Réponse. y"—yIV=.,,.—0. 
823. Montrer que la fonction y—=e*+2e?* satisfait à l'équation 
y" — 6y" + 11y — Gy == 0. 
824. Montrer que la fonction y —zx* satisfait à l'équation yV + 


HYN HV HV + y +y= sf + 82 + 6x +6. 
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6. Différentielles du premier ordre et d’ordres supérieurs. On appelle 
différentielle (du premier ordre) d'une fonction y = f (x) la partie principale de 
son accroissement, linéaire par rapport à l'accroissement de la variable indé- 
pendante. On appelle différentielle de la variable indépendante l’accroissement 


Fig. 27 


de cette dernière: dr — Az. La différentielle d'une fonction est égale au produit 
de sa dérivée par la différentielle de la variable indépendante : 


dy = y’ dx. 


Géométriquement la différentielle se présente comme l'accroissement de 
l’'ordonnée de la tangente à la courbe représentative de la fonction au point 
M (x; y) (fig. 27). 

Propriétés fondamentales des différentielles 

1) dC = 0, où C = const, 

2) d(Cu) = C‘du, 

3) d(u + v) = du + dv, 

4) d'(uv) = u du + v du, 


u v du—u dv 
o) d (+)= 2e (v == 0), 


6) df(u)= f" (u) du. 


Si l'accroissement Az de la variable indépendante est petit en valeur abso- 
lue, alors 


et 
f(z + 4x) & f(x) + f'(x)'Ar. 
Ainsi, la différentielle d’une fonction peut être appliquée aux calculs 
approchés. | 


. La différentielle du deuxième ordre d'une fonction y = f(x) est par défi- 
nition la différentielle de la différentielle du premier ordre: 


y = d (dy). 
De façon identique, on définit la notion de différentielle du troisième ordre 
dy = d (dy). 


D'une manière générale, d'y = d (dn-1 


. Si y= f(x), x étant la variable indépendante, alors les différentielles 
d'ordre supérieur se calculent d’après les formules 


dry = y (dz)n. 
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825. Trouver la différentielle de la fonction y = arctg x. 
Solution. On a dy = (arctg x)' «dx = 

826. Trouver la différentielle de la fonction s = eff. 

Solution. On a ds = et#.3t? dt. 

827. Trouver les différentielles des premier, deuxième et troisiè- 
me ordres de la fonction y = (2x — 3). 

Solution. On a 


dy=3(2z— 3) -2 dx —6(2:—3) dx, 
dy = 12(2x—3).2 dx? — 24 (2x — 3) dx?, 
d'y = 24.2 dr* — 48 dr. 


828. Calculer les différentielles du premier et du deuxième ordre 
de la fonction v = e”t. 

Solution. On a dv = 2e°t dt, dv = 4e°t .-dt?. 

829. Comparer l’accroissement à la différentielle de la fonction 
y = 22 + 5°. 

Solution. On trouve 


Ay = 2(x + Az) + 5 (x + Az)? — 2x — 5x? = 
— (62? + 10x) Ax + (6x + 5) Ar? + 2Ax%, dy = (6x? + 10x) dx. 


La différence entre l'accroissement Ay et la différentielle dy est 
un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à Ax, égal à 
(6x + 5) Az? + 2A7ri. 

830. Calculer la valeur approchée de arcsin 0,51. 

Solution. Examinons la fonction y = arcsin x. En posant 
zx = 0,5, Ax = 0,01 et en appliquant la formule arcsin (x + Az) & 
æ arcsin x + (arcsin x)'-Azx, on obtient 


1 
V 1—(0,5)2 
831. Calculer la valeur approchée de l’aire du cercle dont le 


rayon est égal à 3,02 m. 


Solution. En s'appuyant sur la formule S = xÆA*? et en po- 
sant À = 3, AR = 0,02, on a 


As = ds = 2nR:AR = 2n:3:0,02 = 0,127. 


Par conséquent, l'aire du cercle de rayon 3,02 m a la valeur 
approchée 9n + 0,127 = 9,12 = 28,66 m°. 
832. Calculer la différentielle de la fonction 


arcsin 0,51 & arcsin 0,5 + .0,01 =+— + 0,011 0,513. 


y=+ V9 + À arcsin Te 


Réponse. dy=V 49 — x? dx. 
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cs ’ ’ | z—6 
833. Calculer la différentielle de la fonction y=x ln ZTÉ- 
Réponse. dy = er. 


834. Calculer la différentielle de la fonction y—=2 In ch . 


Réponse. dy =th 7 dx. 


835. Calculer la différentielle de la fonction y —= arctg e?*. 
2e2* dx 
A+eix : 


836. y—=zx(Inx—1). Trouver dy, d?y, d'y. 


Réponse. dy = 


Réponse. dy = In x dx, dy= dy — +. 

837. y—In(x+V22+4). Trouver d2y. 

Réponse. d?y — PL 

838. Comparer l'accroissement à la différentielle de la fonctior 
à, 

Réponse. Ay— — dy — +. 
La différence Ay — dy — ne est un infiniment petit d'ordre 


supérieur par rapport à Az six 0 et x + Az Æ 0. 
839. Calculer Ay et dy pour la fonction y = 2° — 2x si x — 3 et 
Ax = 0,01. 
Réponse. Ay = 0,0401; dy = 0,04. 
840. Calculer la valeur approchée de arctg 1,05. 
Réponse. 0,811. 
841. Calculer la valeur approchée du volume de la sphère de 
rayon 2,01 m. 
Réponse. 34,04 m°. 
842. Calculer la valeur approchée de tg 46°. 
* Réponse. 1,035. 
843. Calculer la valeur approchée de In tg 47° 15”. 
Réponse. 0,078. 
844. Calculer la valeur approchée de x à partir de l'équation 


43 sin x — 15 cos x = (0. 
5 ñ 1 
Réponse. PE EF 


845. Calculer la valeur approchée de }/ 15,8. 
Réponse. 1,9938. 
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$ 2. Etude des fonctions 


1. Théorèmes de Rolle, de Lagrange, de Cauchy et formule de Taylor. 

Théorème de Rolle. Si une fonction f (x) est continue sur un seg- 
ment [a, b] et dérivable dans l'intervalle (a, b) et que f (a) = f (b), alors dans l’in- 
tervalle (a, b) il existe au moins une valeur de x = E pour laquelle f' (E)s "annule. 

Si notamment f (a) = 0, f (b) = 0, le théorème de Rolle signifie qu'entre 
deux racines de la fonction il existe au moins une racine de sa dérivée. 

Théorème de Lagrange (concernant l'accroissement fini). 
Si une fonction f (x) est continue sur un segment [a, b] et dérivable dans l'inter- 
valle (a, b), alors il existe dans cet intervalle au moins une valeur de x = Ë pour 
laquelle est satisfaite l'égalité suivante 


f (b) — f(a) = (b — a) f' (Ë). 


Les deux théorèmes ont l'interprétation géométrique suivante : sur l'arc 4B 
de la courbe continue y = f (x), possédant en chaque point intérieur à cet arc 
une tangente définie (non Darallàl le à l’axe Oy), il existe au moins un point 
intérieur où la tangente est parallèle à la corde 4B. (Pour le théorème de Rolle, 
la corde AB tout comme la RARES sont parallèles à l’axe Oz.) 

Théorème de Cauchy. Si les fonctions f (x) et (x) sont continues 
sur un segment [a, b] et dérivables dans l'intervalle (a, b), et si ®’ (x). 7 O, il 
existe alors, dans cet intervalle, au moins une valeur de x = Ë telle que l'on ait 


f(b)—f(a) __j"(&) 
P@)—p(a)  p E ? 
où a LE <b 
Formule de Taylor. Une fonction f (x) n + 1 fois dérivable dans 


un intervalle comportant un point a peut être présentée sous forme de la somme d'un 
polynôme de n-ième degré et d'un terme résiduel R, 


LOL (2—0)+ LCL (202 + Er EL (20) + Ra 
F9; 0): 
Rn= CES UE 
où azkszrou E—a+60(zx — a) pour 0 <6<1 
En posant a = 0, on obtient la formule de Maclaurin 


10.10 


fG)=fG) + 


(z — a)rti 


= +0 24. + O mn, 


j(n+1) L i 
Re Gp nt, 0O<6<i. 


Citons les développements de certaines fonctions d’après la formule de 
Maclaurin 


e0 
ne 
Rn on 


ia ZT xè x° zèm-i (— 1)m+1 
= TT FE Gp Fm: 
zèmt+i 


Rom = (— 1)" cos Oz: 


Cm+Dl 
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2 4 em (—1\m 
COS at Ram 
2m+2 
Rom+i = (— 1jm+1 cos nr H 
sir ie m (m—1) (m—2) 
(1+ x) =1+ z+— Rem 3 + 
D D 
R:= me ï En anti (AL Or)m-n-1 (partout 0 <0< 1). 


846. Le théorème de Rolle sera-t-il vérifié pour la fonction f (x) — 
= 2? — 6x + 100 si a = 4, b — 5? Pour quelle valeur de Ë? 

Solution. Etant donné que la fonction j (x) est continue et 
dérivable pour toutes les valeurs de x et que les valeurs de la fonc- 
tion f (x) aux extrémités du segment [1, 5] sont égales entre elles, 
c'est-à-dire f (1) = f (5) = 95, alors le théorème de Rolle sera 
vérifié sur le segment [1, 5]. La valeur de £ sera définie à partir de 
l'équation f’ (x) — 2x — 6 — 0, c'est-à-dire E — 3. 

847. Le théorème de Rolle sera-t-il vérifié pour la fonction 
f (x) = Br — x? si a = 0, b — 8? Pour ae valeur de E? 

Solution. La fonction f (x) = ÿ/8r — 2° est continue pour 

8— 2x 
3 (8x — x2)2 
pour zÆ£0, x 8, c'est-à-dire elle est dérivable dans l’intervalle 
(0, 8). En outre, f (0) = f (8) = 0. Ainsi, le théorème de Rolle sera 
vérifié dans le segment [0, 8] et f” (x) = 0 pour x = Ë = 4. 

848. On donne la fonction f(x) = * (x — 8)°. Soit a = 0, b = 16. 
Alors f (0) = f (16) = 4. 


Toutefois, la dérivée f' (x) — 


toutes les valeurs de x et possède une dérivée | (x) = 


= : ne s’annule en aucun 
72 
point de l'intervalle (0, 16). Y existe-t-il des contradictions au 
théorème de Rolle? 
, Solution. Non, car au point x — 8 de l'intervalle (0, 16) 
là dérivée n'existe pas et les conditions du théorème de Rolle ne 
sont pas remplies. 
849. Montrer que la dérivée f’ (x) du polynôme f (x) — x° — 
— 1° — x + À possède une racine réelle dans l'intervalle (—1, 1). 
Solution. Calculons les racines du polynôme donné: x? — 
——xz+1—0, ou (x— 1} (x +1) —0, c'est-à-dire zx — 
= To = À, zy — —1. D'après le théorème de Rolle, si f (—1) — 
—= { (1) = 0, alors f’ (x) possède une racine dans l’intervalle (—1, 1). 
Calculons les racines de la dérivée du polynôme jf’ (x) — 3x? — 2x — 
— 1 = 0, c'est-à-dire x, = — 7 Zs = 1. Ainsi, entre les racines 


—1{ et 1 de la fonction il existe une racine de la dérivée égale à — = : 
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850. Trouver les coordonnées du point M situé sur l'arc AB de 
la courbe y — 2x — x° si la tangente à la courbe en ce point est pa- 
rallèle à la corde AB et si À (1; 1), B (3; —3). 

Solution. La fonction y = 2x — x* est continue et déri- 
vable pour toutes les valeurs de x. D'après le théorème de Lagrange, 
il existe entre deux valeurs a — 1 et b — 3 la valeur de x = Ë satis- 
faisant à l'égalité y (b) — y (a) = (b — a) y” (Ë), où y’ = 2 — 2r. 
Portons les données fournies par les conditions du problème: 
y (3) — y (1) = (3 — 1) y’ (Ë), c'est-à-dire (2-3 — 3?) — (2.1 — 1?) — 
— (3 — 1)-(2 — 2E), ou —4 = 4 (1 — E). D'où Ë = 2, y (2) = 0. 
Ainsi, le point M est de coordonnées (2; 0). 

851. Sur l’arc AB d’une courbe donnée sous forme paramétrique 
par les équations x — t, y —= (, trouver le point M en lequel la 
tangente à la courbe est parallèle à la corde AB si pour le point À, 
t — 1, et pour le point B, t = 3. 

Solution. Le coefficient angulaire de la corde AB est égal 
à NE TEE UT IS ne a , alors que le coefficient angulaire de la tangente au 


point M (pour {—E) est égal à 


Le OÙ Z— 21, yr = 3. 
t 

Pour déterminer £, on obtient d’après le théorème de Cauchy 
annee y(3)—y(1) _ ÿt(E) 27—1 _ 3E2 13 3 
l'équation ETUI = FAGÉ ou ENS = DE , 4 = 7 E, 


c'est-à-dire = À. La valeur de Ë trouvée satisfait à l'inégalité 


1<EÉ<3. 
En portant la valeur de { — £ dans l'équation paramétrique, 


on obtient x =, y TT Donc, le point cherché M est de 


coordonnées (4 = | 10 2 )- 


852. Mettre la fonction f(x) = V4 x sous la forme d’un polynôme 
du cinquième degré par rapport au binôme (x — 1). 

Solution. Calculons les valeurs de la fonction f (x) = x1/3 et 
de ses dérivées jusqu’au cinquième ordre inclusivement pour a = 1: 


LUE, f'(a)=zz 2", f'(H=+ 
f(x) — +58, Fd==2 


172 10 m 40 
Î (x)= 57 2786, P()= ; 
FY (2) = — ti, fAiV (1) = — 
v 880 V4 _ 880 
F (2)= 3327 ER: (1) =: 
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Par conséquent, d’après la formule de Taylor, on obtient 


Na=1+ (et) Tr —1Ÿ + 


10 80 880 
+ 27.31 (&—1) — 81.41 (&—1)+ 243.51 (Gœ—5) + hs, 


LE 12320  e-17 
R= LE GA = er ‘À É(GeA, ASE. 


853. Mettre la fonction jf (x) — a* (a > 0) sous la forme d’un 
polynôme du troisième degré par rapport à x. 
Solution. On a 


f(x)= a", f(0)=1. 
f'(x)=a" Ina, f (0) =Ina, 
f(x) = a* In? a, f" (0) = In?a, 
f" (x) = a* In“ a, f" (0) = In a, 
fIV(xz)=a*Infa, fIV(6x) —Infa-atx. 


D'après la formule de Maclaurin, on obtient 
x 22 In? a z$Inña 
g=i+ima+ + 31 + R3, 


où Ry= PE ax, 0<6<1. 
854. Calculer à 10-* près la valeur approchée de 4 29. _. 
Solution. Mettons le radical donné sous la forme: }/ 29 — 


— #77 + 2 — 3( 1 +E)T. Faisons usage du développement du 


binôme 
(+) = 1+ + + 


html le ed 
D'où l'on tire une égalité approchée 
({+z = + + EL 8 + 
PC LES ETES 
dont l'erreur 


R, = re tn) anti (4 + Or} -n—1 
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peut être rendue aussi petite que l’on veut pour | x | << 1, la valeur de 
n étant suffisamment grande. 


En posant = et m— + , on obtient 


u 2.2 2.2.2.5 925.5 | 
V9= 3 (1+ Ç _ Ter Fm gt: +R). 


En évaluant les valeurs des erreurs successives de calcul de 
3 | À, |, on trouve: 


81 Ri| << 0,002, 
31 Re] < ETS < 0,0003. 


Par conséquent, pour effectuer le calcul à une valeur donnée près, 
il suffit de prendre trois termes qui précèdent le reste R,, c'est-à-dire 


29 æ 3 (1 + 0,024 — 0,0006) = 3,072. 
855. Calculer Ve à 0,0001 près. 


Solution. Utilisons la formule de Maclaurin pour la fonc- 
tion e*: 


FAT + + +R 


où 
71 
Rep: +1, 0<0<1. 
En posant = , on obtient 
_ 1 1 1 
Ve=tt-rtmortwsrte Grant + An 
où 
= 0<6<1 
Rte nt: <U< 1. 
1/2 
Etant donné que 0<68<1, 2<e<5, alors € GREEN : 


Mais e!/2<<2 d’où vient que Ra pp On demande de cal- 


culer la valeur de nr. de façon que l'inégalité R,<<0,0001 soit 
vérifiée. 


Si n = 3, alors R< IR: Rs 75 


ur 7 ° 
Si n +, alors R, < 16. TA , Bi <rs 


Si n—5, alors Rs<———; R5<0,0001. 


32: 0 
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Pour calculer Ve à 0,0001 près, on obtient la valeur approchée 
= | 1 1 1 1 1 
Veat+s+tps ts to ts 


Opérons par addition après avoir transformé tous les termes d’addi- 
tion en fractions décimales possédant un chiffre de réserve : 

1,50000 

0,12500 

0,02083 

0,00260 

0,00026 

1,64869 


Donc, Ve = 1,6487. 

856. On donne une fonction f (x) continue, de même que ses 
dérivées jusqu’à celle d'ordre (7 — 1) inclusivement, sur un segment 
[a, b] et qui possède une dérivée d'ordre nr dans un intervalle (, b). 
Dans ces conditions, les égalités f (a) = f (x) = f (x:) = 


.=f(a) =f(), où ALT LT <: TT eo D sont 
satisfaites. Montrer que dans l’intervalle (a, b) il existe au moins un 
point £ tel que f(® (£) = 0. 

857. Examiner un cas particulier du problème précédent si 
f(æ) = (& —1) (x — 2) (x — 3) (x — 4), 
= 1,1, = 2,2 = 3, b = 4. 
Déterminer E. 
Réponse. E = 2— | 


858. Mettre la fonction _ sous la forme d’un polynôme du troi- 
sième degré par rapport à z — xzo (to 5 Ü). 
Z— T0 


1 — 20)? — 20) 
Réponse. — 2 + ER _ GE + Rs où Rs 
— EL (to = ES). 


255. En quel point de l’arc AB de la courbe y = x — 3x la 
tangente est parallèle à la corde AB si À (0; 0), B (3; 18)? 

Réponse. M (V3; 0). 

860. Calculer cos 41° à 10-% près. 

Réponse. 0,754. 

861. Calculer ?/ 121 à 10 près. 

Réponse. 4,946. | 

Calculer à 10% près: 

862. Ÿ/’e. 

Réponse. 1,395. Ê 
15—01673 
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863. 7129. 
Réponse. 2,002. 
864. sin 36°. 
Réponse. 0,587. 


2. Règle de L’Hospital pour lever les indéterminations. Soient f (x) et 
p @) deux fonctions dérivables au voisinage e du point zx, et p’ (x) 0. 
i 
lim f(x) = lim (r)=0 
X+X0 


X—X0 

ou 
lim f(x) = lim (rx) = o, 
X—X0 X—+Xx0 


c’est-à-dire que le quotient présente au point z = x, une indétermination du 
0 CO 
type 5 US; alors 


to fl 
Ro oo 


à condition qu'il existe une limite du rapport des dérivées. 


Si le quotient L 


du type + ou et que les dérivées f” (x) et œ’ (x) satisfont aux conditions cor- 


respondantes, il convient alors de passer au rapport des dérivées secondes, etc. 
Dans le cas d'une indétermination du type 0-00 ou o — co, il y a lieu 
de transformer algébriquement la fonction donnée de manière à la ramener à 


au point x = x, présente lui aussi une indétermination 


une indétermination du type à ou _ et d'appliquer ensuite la règle de L'Hos- 


pital. 

Les indéterminations des types 0°, oc? ou 14% peuvent être levées en pre- 
nant le logarithme de la fonction donnée et en calculant la limite du logarithme 
de cette fonction. 


2 — 
865. Calculer lim #=1+e, 
xX— 1 € — € 

Solution. Le numérateur et le dénominateur tendent séparé- 
ment vers zéro pour z —+ 1 d'où vient qu'on a une indétermination du 
type —. Appliquons la règle de L’Hospital, c’est-à-dire examinons 
la limite du rapport des dérivées des fonctions données : 

1 

Fe à 


= lin —— ——, 
si ex e 


22—1+lnz 


lim nn 


Xi 


866. Calculer lim = (indétermination du type 5) . 


x->0 ci 
; à — si .._  Â1—cosz ._. Sinz 1 
Solution. On a lim "== lim = Jim 22 = 
| : x—+0 x—+0 3x? x—0 6z 6° 
car lim-= — 1. Ici, la règle de L’ Hospital a été appliquée deux fois. 


x—+0 
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n 
867. Calculer lim — si n est un entier positif (indétermination 


_ X—+ 00 
du type es ] x 
Solution. Appliquons la règle de L'Hospital nr fois: 


n(n—1)2n2 


en VEN ._ Inxn-i : 
Him == lim ——= lim = 
X—+00 e X—+00 € X—00 € 
.….  n(n—1{)(n—2)...1 
= = in #0. 
X—+ 00 


868. Calculer lim sus (indétermination du type 2). 


X—00 z+e* 
Solution. On a 
1 
ur Et) pe (a+) 
EC RE 
TL 
2 xv00 e*/2 2 x+00 1/2e*/2 
869. Calculer lim (x° ln x). 
x-+ 0 


Solution. Ici, nous avons une indétermination du type 
0-0. Mettons le produit de fonctions sous la forme d’un quotient et, 


ensuite, ayant obtenu une indétermination du type — appliquons 
la règle de L’Hospital : 


x à nm 1 /z ; REA 
lim(z?-Inx)= lin: — D —— limz2=0. 
x-+0 , x-+0 . 278 2,0 


x 


4 
870. Calculer lim (Li —). 


Solution. Dans cet exemple, nous avons une indétermina- 
tion du type oc — oo. Dans ces conditions, pour trouver la limite 
de cette fonction, réduisons les fractions au même dénominateur 


et, ensuite, après avoir obtenu une indétermination du type Lo 
appliquons la dre de L’Hospital : 


ex — 


x20 T(e*—1) = lim eX—1+zxex rie ex CE 


871. Calculer lim (sin x). 


x—+0 
Solution. C’est une indétermination du type 0°. Désignons 
la fonction donnée par y, c’est-à-dire y = (sin x) et prenons le 
145% 
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logarithme de cette fonction: 
In sin x 
Rs 


T 
Calculons la limite du logarithme de la fonction donnée en àappli- 
quant la règle de L'’Hospital (ici, a lieu une indétermination du 


Iny-=zx-Ilnsin x — 


type 2): 
YP al 
COS z 
. , In sin x sin z .  T2COS x 
lim In y= lim = lim 7 — — | _ 
#79 z x? 


. T 
= — ]im (z-cosz. ——) = 0 
x 0 Sin z 


Par conséquent, lim y=—=e0— 1. 

872. Calculer lim (te x)?c08x (indétermination du type oo), 
X+— 

Solution. Posons (tg x)*°5x = y et prenons le logarithme: 


2intgz 


Iny=2-cosx-Intgz— RETIER 


En appliquant la règle de L’'Hospital, on obtient 


1 
sec? x 
nt .… ter 
lim In y — 2m ie =2. Lin 22 — 
a sec z n  Cczr-tgz 
dE” - 2 
. sec . sec z'°t ; 
— 2. lim = —= 2. li 5 = limcosz=0, 
n (e“T n “igr-seci zx = 
PTS. XF Ts 


c’est-à-dire 
lim y—e—1, 


X—be— 


2 
873. Calculer lim (1 Ro? jbl (indétermination du type 1%). 


Solution. En prenant le logarithme et en appliquant la 
règle de L'Hospital, on obtient 


lim In y — lim Inzxz-In(1+x) = 


x—0 


lim MATH _ 
x—+0 
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— ]nz 
2 
— — | 2 T — — im n = 
x— 0 EL x—r0 __ 
ne x? 
1 
— 2. lim D£ — 2.lim “+ = (. 
x—0 X—0 
z xè 


Par conséquent, lim y = e° — 1. 
x—+0 
Calculer les limites des fonctions suivantes: 
1) Pour une indétermination du type = : 


..  13— 32102 
OR es rev rer 


Réponse. . 


5) 
. et — ex 
#8. 9 Os 
Réponse. 2. 
876. lim n—2arctgz 


A—>00 e%/x_1 
Réponse. +. 


877. lim on | 


x—0 
Réponse. _ 
8x — Ir — 
878. lim #1 
x+0 Sin? 9x 
Réponse. 0,18. 
x+ 0 dc ine 


6 
Réponse. 18. 


2) Pour une indétermination du type — - 
: In (x—a) 
880. DM tree): 


Réponse. 1. 
881. lim (n > O\. 


n 
X—>00 z 


Réponse. 0. 
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882. lim}? 


x>0 1+21nsin x 


Réponse. _ : 
883. lim 


x 1 In (1 — x) 
Réponse. oo. 


884. lim MmE=0 


xi ctg TT 
Réponse. 0. 
3) Pour une indétermination du type 0:co. 


885. lim (x-ctg rx). 
x 0 


Réponse. _ : 
886. lim (arcsin x-ctg x). 
x+ 1 


Réponse. 1. 
887. lim (1—cosx)-ctgr. 


x—+0 
Réponse. 0. 
4) Pour une indétermination du type oo — >. 


; { 1 
888. lim ( z—1  Inz }- 
Réponse. —+. 

. P g | 
889. lim [Es | 
Réponse. + . 


890. lim (+—ctex). 


Réponse. Z. 


5) Pour des indéterminations des types 00, 000, 1®%. 


891. lim (n— 27)". 


FALL 
2 
Réponse. 1. 


892. lim (cos 2r)°**. 
x—+0 


Réponse. e$. 
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1 
893. lim (x+2*)*. 


X=—+00 


Réponse. 2. 


894. lim (<=) 


Réponse. et/3. 


3. Croissance et décroissance d’une fonction. Extrémum d’une jfonction 


On dit qu’une fonction f (x) est croissante au point xo si, pour h > 0 suffisam 
ment petit, la condition 


f (zo — À) < f (xo) < F (zo + À) 
est satisfaite (fig. 28). 


On dit qu'une fonction f (x) est décroissante au point zx si, pour k > 0 
suffisamment petit, la condition 


f (Go — À) > f (zo) > f (zo + k) 


est satisfaite (fig. 29). 


Une fonction f (x) est croissante dans l'intervalle (a, b) si la condition x, < 


< z, entraîne f (xz1) < f (x:) et cela quel que soit le couple de points z, et x, 
de cet intervalle. 


Fr) fo) 1f(xth) 
| | 


Lo Toth 


Fig. 28 Fig. 29 


Une fonction f (x) est décroissante dans l'intervalle (a, b) si la condition 


zi< zx, entraîne f (x,) > f (x.) et cela quel que soit le couple de points zx, et x, 
dans cet intervalle. 


Critères de croissance et de décroissance d’une 
fonction. 


1) Si f’ (zo) > 0, alors la fonction f (x) croît au point xs. 

2) Si f’ (xzo) < 0, alors la fonction f (x) décroît au point zo. 

On dit que la valeur de f (x,) est le maximum de la fonction f (x) si, pour 
h © 0 suffisamment petit, les conditions 


i f(zo —h) <f(zo) et f(ro+ À) < f(x) 


sont satisfaites. 
| me point x, est appelé, dans ce cas, point de marimum de la fonction f (x) 
(fig. 30). 
On dit que la valeur de f (x,) est le minimum de la fonction f (x) si, pour 
k > 0 suffisamment petit, les conditions 
fo —h)> f(x et f(x + k) > f(x 
sont satisfaites. 
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” | Ra z0 est appelé, dans ce cas, point de minimum de la fonction f (x) 
ig. | 

Le maximum ou le minimum d’une fonction est appelé extrémum de la 
fonction. Le point de maximum ou de minimum d’une fonction s'appelle point 
d'extrémum de cette fonction. 

Condition nécessaire d'existence d’un extré- 
mu m. Si la fonction f (x) possède un extrémum au point xo, alors sa dérivée f’ (xo) 
s'annule ou n'existe pas. 

Le point x, en lequel f’ (x,) = 0 est appelé point stationnaire. Les points en 
lesquels f” (x) = 0 ou f’ (x) n'existe pas sont appelés points critiques. Tout point 
critique n’est pas nécessairement un point ter cations 

Conditions suffisantes d'existence d’un ex- 
trému m. 

Règle 1. Sizxoest un point critique de la fonction f (x) et, pour une valeur 
arbitraire suffisamment petite de h=>>0, f'(zo —h) > 0, f (xo + h) <0, 


ét) fx) fith) 


| | 
frs h) f(x) féh) 


Lo h Lo L,*t h TZ Zyh Lo Loth TZ 


Fig. 30 Fig. 31 


alors la fonction f (x) possède un maximum au point xo; mais si f” (x — h) < 0, 
f" (zo + h) > 0, alors c'est un minimum que la fonction f (x) possède au point xo. 

Si f" (zo — h) et f’ (xo + h) sont de mêmes signes, alors la fonction f (x) 
n'a pas d'extrémum au point &o. 

Règle 2. Si f' (xo) = 0, f” (xzo) 5 0, alors la fonction f (x) possède au 
point zo un extrémum, à savoir un maximum si f” (to) < 0, et un minimum si 
f" (&o) > 0. 

è gi e 3. Soient Î (xzo) + 0, f” (zo) — 0, ._. fi (zo) — 0, 
9 (xzo) 5 0. Dans ce cas, la fonction f (x) possède au point xo un extrémumsin 
est un nombre pair, à savoir un maximum pour f(0 (xs) < 0, et un minimum pour 
fm (xo) > 0. 
Sin est un nombre impair, alors la fonction f (x) n'a pas d'extrémum au 
oint Zo-. 
. Pour déterminer la plus grande (la plus petite) valeur de la fonction f (x) 
dans un segment [a, b], il faut choisir la plus grande (la plus petite) parmi les 
valeurs que cette fonction prend aux extrémités du segment considéré et aux 
points critiques appartenant à ce segment. 


895. On donne la fonction y = x° — 3x° et on donne les points 
z=3, z—=1,x— —1, x —0,5. En quels points parmiles points 
cités la fonction est-elle croissante? La fonction donnée est-elle dé- 
croissante ? 

Solution. Calculons la dérivée y’ = 32° — 6x. 


Pour zx = 3 y  —9>>0, la fonction est croissante. 

Pour x — 1 y  — —3<0, la fonction est décroissante. 

Pour x = —1 y = 90, la fonction est croissante. 

Pour x — 0,5 y’ — —2,25 << 0, la fonction est décroissante. 
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896. Déterminer les intervalles de croissance et de décroissance 
de la fonction y = x (1 + V x). 
Solution. Calculons la dérivée y’ = 1 + Sr. La derivée 


est positive sur le segment [0, +]. Ainsi, la fonction est croissante 
dans tout le domaine de définition. . 
897. Déterminer les intervalles de croissance et de décroissance 


de la fonction y — 1; sinx si 0 LL z L 27. 


2 
Solution. Calculons la dérivée y — - — cos zx. Dans 
l'intervalle (5 ; 7 ) y > 0, d'où vient que la fonction est crois- 
sante, alors que dans les intervalles (o, 3) et (+, 21 ) y <0 


et la fonction est décroissante. 
898. Chercher les extrémums de la fonction 


y = (x — 9)-e*. 
Solution. Calculons la dérivée première y” = (x — 4) e*. 
En l’égalant à zéro, on trouve le point stationnaire : e* (x — 4) = 0, 


z=4; y(4—h)= het LO, y'(4+HRh) = het 0. 

En s'appuyant sur la règle 1, on conclut qu'au point x = 4 la 
fonction a un minimum: Ymin — —6#. 

899. Chercher les extrémums de la fonction 


y = tV1 — r°. 


Solution. La fonction est définie pour —1 < x < 1. Calcu- 
lons la dérivée première 
y'— 1— 272 . 
Vi—zx2 É 
; Î Â 
* = 0 pour 1 — 22° — 0; d’où l'on tire x = ———, Zo = — 
y P 1 V? 2 V2 
(points stationnaires); y’ n'existe pas (y = oo) pour x = +1, 
c'est-à-dire aux frontières du domaine de définition de la fonction. 
Calculons la dérivée seconde: 


n tr (2x2 — 3) 
_ (1—22)9/2 
Calculons les valeurs de la dérivée seconde aux points stationnai- 
res. Pour z — Un. on à 
V2 
n 1 1 (1 —3) 
É : 


vi(s-4) 
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Par conséquent, en opérant selon la règle 2, il vient qu'au point 


“ » = la fonction présente un maximum ner = is 
v? v? 2 
= Pour x — RE on obtient 
2 V2 
n{ _ 1 = __4 1—3 0 
i——) 
c'est-à-dire au point x = 73 la fonction possède un minimum 


{ 
Umin —= — TZ ° 


Aux points critiques x = +1, il n'existe pas d’extrémum car, 
selon la définition, les points d’extrémum ne peuvent être représen- 
tés que par les points intérieurs du domaine de définition d’une 
fonction. 

900. Chercher les extrémums de la fonction y = (x — 1)*. 

Solution. Trouvons la dérivée première y’ = 4 (x — 1)° 
et les points stationnaires : (x — 1) = 0; x, = x, = x3 = 1. La dé- 
rivée seconde y” = 12 (x — 1)° pour x = 1 est égale à zéro. La dé- 
rivée troisième y'’’ — 24 (x — 1) s'annule elle aussi pour z = 1. 
La dérivée quatrième yIV = 24 >> 0. Par conséquent, selon la règle 3, 
il vient qu'au point x = 1 la fonction a un minimum nn = (0. 

901. Chercher les extrémums de la fonction 


ES 
5 


y=1—(x—2) 


ne . La 

5:y z—2 
dérivée ne s’annule pas quelles que soient les valeurs de x et 
n'existe que pour x—2 (point critique). 

Vu que, pour k > 0 suffisamment petit, les inégalités y” (2 —h) == 
> 0 et y (2+h) <O0 sont vérifiées, alors selon la règle 1, on 
conclut que pour z = 2 la fonction présente un maximum Ymax = 1. 

902. Chercher les extrémums de la fonction 


y = (x — 2)8.(2x + 1). 


Solution. Calculons Var: Les points critiques 
T— 

sont x — 1 (la dérivée est égale à zéro) et x = 2 (la dé- 

rivée n'existe pas). Pour hk > 0 suffisamment petit, les iné- 


Solution. Calculons y'— —+ (z — ) _ 
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galités 
y"Ü—h>0, y'+h)<O0, 
y (2—h)<0, y'2+h>0 


sont vérifiées. Par conséquent, au point x = 1 la fonction a un 
MAXIMUM Ymax — S, et au point æ = 2, un minimum Ymin = 0. 
903. Déterminer la plus grande et la plus petite valeur de la 
fonction f(x) — 3x — x° sur le segment [—2, 3]. 
Solution. Trouvons la dérivée première f’ (x) = 3 — 3x° 
et les points stationnaires: 3 — 32° — 0, c’est-à-dire x = +1. 
Trouvons les valeurs de la fonction aux points stationnaires: 


f()=2, f(—1) = —2. 


Calculons les valeurs de la fonction donnée aux extrémités de l’in- 


tervalle : 
f(—2D = 2, f(8) = —18. 


Des quatre valeurs obtenues, on choisit la plus grande et la 
plus petite. 

Ainsi, la plus grande valeur de la fonction dans l'intervalle con- 
sidéré est égale à 2, alors que la plus petite l’est à —18. 

904. Parmi les cylindres d’aire totale S donnée, déterminer celui 
dont le volume est maximum. | 

Solution. Soit zlerayon dela base a de a y sa hauteur. 

: . — az 
Alors S = 212? + 2nxy, c'est-à-dire y — D  — ( —2nx) À 
Par conséquent, le volume du cylindre exprimé en fonction de x 
s’écrira : 
Vans. (2—2nx) = Dr. 

Le problème se ramène à chercher le maximum de la fonction V — 


= Lx — ni pour x > 0. 


Lé e Le S Le « Le 
Calculons la dérivée = nr et l’égalons à zéro: S— 
— 3nz2—=0, d'où z=y/ À. 
Gr . 
Calculons la dérivée du deuxième ordre = —6nz. Vu que, 


S ui 2V ue 
pour zx — VE la condition PE < 0 est vérifiée, le volume du 
cylindre sera maximum et 


Son — 
_ M 2 / 5 22 
FOURS for + 
2n — 
Gr 


c'est-à-dire que la section axiale du cylindre doit être un carré. 
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Déterminer les intervalles de croissance et de décroissance des 
fonctions : 

905. y = 2 — 3x + xt. 

Réponse. Dans les intervalles (—oo, —1) et (1, +oco) la fonction 
est croissante ; dans l'intervalle (—1, 1) elle est décroissante. 

906. y = (x? — 1)5/2. 

Réponse. Pour x > 1, la fonction est croissante ; pour x << 1, 
la fonction est décroissante. 

907. y = re *. 

Réponse. Pour x > 1, la fonction est décroissante; pour zx < 1 
la. fonction est croissante. 

908. y = (2 — x) (x + 1)°. 

Réponse. Pour |x |>1 la fonction est décroissante; pour 
|x | << 1 la fonction est croissante. | 

Trouver les extrémums des fonctions suivantes: 


909. y = x? (1 — x Vx). 

: PA 12 $/ 4 
Réponse. Ymin = Y (0) =0, Umax = Y (2 )= "49 Fa e 
910. y=r+ y 3—7. 


Réponse. Ymax = Y (+) = 7. 


911. y = In (x? + 1). 


d 


Réponse. Vin — = y (0) = 0. 


912. y = ch° x. 
Réponse. Ynin = y (0) — 
913. y———. 


Réponse. Ymin = Y (e) = e. 

914. y — xe-x?/2, | 
à 1 

Réponse. Ymax = Y (1) — = ’ Ymin = Y(— 1) = Ve 

915. y —= (x — 1)67. 

Réponse. Ymin = y (1) = 0. 

916. y —(2z7—1) 7 (x—3Y. 

Réponse. Ymin = Y (3) = 0, Ymax = Y (2) = 3. 

917. y = ré — 4x EL Gr? — 4x. 

Réponse. Ymin = Y (1) = — 

918. y — FT — sin? z. 


; n—12+671/3 5n—12—6 1/3 
Réponse. fn er nn Ve, 


+ Pr 


919. y — 
Réponse. ax =, Ymin = 62/8. 
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920. Déterminer la plus grande et la plus petite valeur de la 
fonction y — z° — 21? + 3 dans le segment [—3, 2]. 

Réponse. La plus petite valeur est égale à 2, la plus grande l’est 
à 66. 

921. Déterminer sur l’axe Oy un point à partir duquel le seg- 
ment AB est vu sous un angle maximum si À (2, 0), B (8, 0). 

Réponse. (0, +4). 

922. Soit B un point se trouvant à une distance de 60 km du 
chemin de fer. La distance (suivant le chemin de fer) entre le point À 
et le point C le plus proche du point B est de 285 km. A quelle 
distance du point C faut-il construire une gare pour dépenser le 
minimum de temps sur le trajet entre les points À et B sila vitesse 
de mouvement par chemin de fer est de 52 km/h et celle par autoroute 
est de 20 km/h? 

Réponse. x = 25 km, t — 8 h 15 mn. 

923. Trouver les côtés d’un rectangle d’aire maximum qui 


2 2 
peut être inscrit dans l’ellipse +5 1. 


Réponse. 5V2, 3 V2. 
924. Un fil de fer de longueur / a reçu la forme d'un rectangle. 
Quelles sont les dimensions de ce rectangle si son aire est maximum? 


2 1 1 
Réponse. 7 l T L. 


925. Déterminer le volume maximum d’un cône dont on donne 
la génératrice L. 
1/3 
Réponse. pv 
926. Déterminer le volume maximum d'un cylindre d'aire 
totale S. 


Réponse. v=iy £. 

927. Un touriste doit relier le point À se trouvant sur une autorou- 
te au point B situé à 8 km de cette autoroute. La distance entre À 
et B (en ligne droite) est de 17 km. On demande en quel point doit 
quitter l'autoroute le touriste pour qu’il gagne, dans le plus bref 
délai, le point B si la vitesse de son déplacement par autoroute est 
de 5 km/h et celle en l'absence de route est de 3 km/h? 

Réponse. À une distance de 9 km du point À. 

928. Un canal de 27 m de large se jette sous un angle droit dans 
un autre Canal d'une largeur de 64 m. Quelle est la longueur maxi- 
mum des grumes pouvant s'adapter pour flottaison à ce système de 
canaux ? 

Réponse. 125 m. 

929. A quelle hauteur au-dessus du centre d’une table ronde 
de rayon «a doit-on placer une lampe électrique pour que l’éclaire- 
ment du bord de table soit maximum? 
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Indication. L’intensité d'éclairement s'exprime par la 
k: Ï &S 9 Je . 
formule 7 — + où œ est l’angle d'incidence du rayon lu- 


mineux, r la distance entre la source de lumièreet l’aire à éclairer, 
k la puissance de la source de lumière. 


ne 
V2. 

4. Concavité, convexité. Points d’inflexion. On dit que la courbe repré- 
sentative d’une fonction y = f(x) a sa convexité tournée vers le haut dans un 
intervalle (a, b) si cette courbe est située au-dessous de la tangente menée en 
tout point de cet intervalle (fig. 32). 


Réponse. 


M 


Fig. 32 


On dit que la courbe représentative d’une fonction y = f (x) a sa concavité 
tournée vers le haut dans un intervalle (a, b) si cette courbe est située au-dessus 
de la tangente menée en tout point de cet intervalle (fig. 33). 

Condition suffisante de convexité (de conca- 
vité) de la courbe représentative d’une fonction. 


#1 27 p 
Fig. 33 Fig. 34 


Si f” (x) < 0 dans l'intervalle (a, b), on dit que la courbe représentative de la fonc- 
tion est convexe dans cet intervalle; si toutefois f” (x) > 0, on dit que dans l'in- 
tervalle (a, b) la courbe représentative de la fonction est concave. 

Un point (zo; f (xo)) de la courbe représentative de la fonction en lequel 
la convexité passe à la concavité s’appelle point d'inflexion (fig. 34). 

Pour l’abscisse z, du point d'inflexion de la courbe représentative de la 
fonction y = f(x), la dérivée seconde s’annule (f” (zx) — 0) ou n'existe pas. 
Les points en lesquels f” (x) = 0 ou f” (x) n'existe pas sont appelés points cri- 
tiques de seconde espèce. 

Si x, est un point critique de seconde espèce et que, pour k > 0 suffisam- 
ment petit quelconque, les inégalités f” (zo — k) < 0, f” (x9 + k) > 0 (tout 
comme les inégalités f” (zo — k) > 0, f” (zo + k) < 0) sont vérifiées, alors 
le point d’abscisse x, de la courbe y = f(x) est un point d'inflexion. 

Si toutefois f” (zo — h) et f” (xo + h) sont de mêmes signes, alors le point 
d'abscisse x, de la courbe y = f(x) n’est pas un point d’inflexion. 


930. Déterminer les intervalles de convexité et de concavité de 
la courbe représentative de la fonction y = zÿ + 5x — 6. 


Solution. On a y = 5x +5, y” = 207. 
Si z<<0, alors y” << 0 et la courbe est donc convexe. 
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Si z>0, alors y” > 0 et la courbe est donc concave. 

Ainsi, la courbe est convexe dans l'intervalle (—-, 0) et con- 
cave dans l'intervalle (0, +oo). 

931. Trouver les extrémums et le point d’inflexion de la courbe 
représentative de la fonction y = (x + 1)° (x — 2). 

Solution. Calculons la dérivée première y’ = 3 (x? — 1). 
Les racines de la dérivée première : x, = —1, x, = 1. Calculons la 
dérivée seconde y” = 6x. Trouvons les valeurs de la dérivée seconde 
aux points stationnaires : 


U (—1) = —6 < 0, Ymax = 0; 
y" (1) =6> 0, Ymin = —4. 


Trouvons le point d'’inflexion en égalant à cet effet à zéro la 
dérivée seconde: 6x = 0, c'est-à-dire x = 0. À gauche du point 
x = 0, y"(0 — h) < O0 et la courbe est donc convexe, alors qu'à 
droite du point x = 0, y” (0 + h) > 0 et la courbe est donc concave ; 
par conséquent, le point d’abscisse x = 0 est le point d’inflexion ; 
Up.int — —<4. 

É 932. Trouver les points d’inflexion de la courbe y = (x — 5)5/5 + 
+ 2 


Solution. On a 


10 
9Vz—5% 


La dérivée seconde ne s'égale pas à zéro quellesJque soient les 
valeurs de x et n'existe pas au point x — 5. La valeur de x = 5 
est l’abscisse du point d’inflexion, car y” (5 — h) <0,y” (5 + h) > 
> 0. 
Par conséquent, P (5; 2) est leÿpoint d'inflexion. 

933. Déterminer les intervalles de convexité et de concavité 
de la courbe y = zxe*. 

Réponse. Dans l'intervalle (—co, —2), la courbe est convexe, 
alors que dans l'intervalle (—2, +) elle est concave. 

934. Trouver les points d'’inflexion de la courbe y = (x — 4)5 + 
+ 4x + 4. 

Réponse. P (4; 20). 

935. Trouver les points d'inflexion de la courbe 


y=(z—1)y (x —1ÿ. 


Réponse. P (1; 0). 
936. Trouver les points d'inflexion de la courbe y — zi — 
— 81° + 247°. 


Réponse. La courbe n’a pas de points d'inflexion. 


' 5) | "0 
y 3 (æ—5)"?, ly 7 
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5. Asymptotes. Une droite Z est asymptote à une courbe y = f (x) si la 
distance d’un point M (x; y) de cette courbe à la droite Z tend vers zéro, lorsque 
le point indiqué s'éloigne indéfiniment sur la courbe par rapport à l’origine 
des coordonnées (c’est-à-dire lorsqu’au moins l’une des coordonnées du point 
considéré tend vers l'infini). 

On dit que la droite x = a est une asymptote verticale de la courbe y = f (x) 
lorsque lim f(x) = +o ou que lim f (x) = —o0o. 

X—a X—a 

On dit que la droite y = b est une asymptote horizontale de la courbe y = 

— f(x) lorsqu'il existe une limite aus f(x) = b ou lim f(x) = b. 
X—+>-7 00 X—+ — © 

On dit que la droite y — kx + b est une asymptote oblique de la courbe 

y = f(x) lorsqu'il existe les limites suivantes: 


k=— lim FA b — lim [f (x) — kzx] 
x—+—-00 z X—>— 00 
ou 
k=— lim 1e, b— lim [f(x)—kzx]. 


937. Déterminer] les asymptotes de la courbe y=V 


Solution. La fonction est définie dans les intervalles 


3 
(— 0, 0) et (2, to). Vu que lim = oo, la droite 
x+2+0 z—2 
z = 2 est l’asymptote verticale de la courbe considérée. 
La courbe n’a pas d’asymptotes horizontales, car lim V = 5 
X—+—+00 EE 
et lim V _— ne sont pas des valeurs finies. Voyons s’il existe 


X-—> — 00 


des asymptotes obliques : 


bi — Res (f(x) — ki] no (y 25 —:) = 
sp z(Vz—V'r—2 L ‘lim z(s—z+2) _ 
nn V:—2 er Vz—2(Vz+Vz—2) 
2 
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D] 


Par conséquent, il existe une asymptote oblique à droite y — 


=2t+ li; 


2) k:— lim le lim 


X— — 00 X—> — 00 X—+ — 00 1 


(on a divisé le numérateur et le dénominateur par une quantité 
négative —zx), c'est-à-dire 


ke = — lim V = —1, 
X— — O0 ln 
“A 


by= — lim {f(2) — kr] = dim (WT +<)= 
- je (VE +) je MTV 
a — Fes 
mOi e—- 
I1 existe donc une asymptote oblique à gauche y = —zx — 1 (fig. 35). 


Fig. 35 


938. Déterminer les asymptotes de la courbe y = x + 2 arctg x. 
Solution. On voit facilement que la courbe n’a pas d'asymp- 
totes verticales ni horizontales. Cherchons les asymptotes obliques: 


1) k= lim Etage Gé (1+ SE) 1, 


X—>—+ 00 x» 00 


by= lim (x+2arctgrz—7x) =2.+=n; 
X—>—# 00 


y—=x+nx est l’asymptote oblique à droite; 
16—01873 
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.. T+2arctgz _ 2arctgz \ 
2) ky= lim SPÉSEE = Jim (1+ TES) = 1, 


X— — 00 X—> — 00 


b= lim (z+2arctgr—zx)—2. ( —+) = — 7H; 


X—+ — 00 


y—x—n est l’asymptiote oblique à gauche. 


939. Déterminer les asymptotes de la courbe y = z2°e”*. 

Solution. Ilest évident que les asymptotes verticales n’exis- 
tent pas. Si x — oo, alors y — 0. Par conséquent, l’axe Ox est une 
asymptote horizontale de la courbe donnée. Voyons s’il existe une 
asymptote oblique: 


zèe*x 


k= lim = Jim — = (,. 


X—r>00 TZ X—+00 


Ainsi, il n'existe que l’asymptote horizontale y = 0. 


V/TERES 
940. Déterminer les asymptotes de la courbe y= 
Solution. Si x—-—2, alors y — oo. L'asymptote verticale 
x — —2. Trouvons des asymptotes non verticales : 
2 2—2r+3 
k= lim ST —1, 
xs Z(z+2) 
te z2—2r+3 _ . 
b= inc] —4 


Ainsi, l’asymptote non verticale est régie par l'équation y — 


= TZ — . 


941. Déterminer les asymptotes de la courbe y = 27 — + 
Réponse. x = 0; y = 2x. 
942. Déterminer les asymptotes de la courbe y= — 3x. 


Réponse. z = 0; y = —3z. 
943. Déterminer les asymptotes de la courbe y=ÿ x° — 6x2. 
Réponse. y = x — 6. 


944. Déterminer les asymptotes de la courbe y=zarcter. 


Réponse. y=r an et y= x. 
945. Déterminer les asymptotes de la courbe y = —x-arctgz. 


Réponse. y=x+1 et y— —+ +1. 


6, Construction des courbes représentatives des fonctions d’après les points 
caractéristiques. En construisant la courbe représentative d’une fonction y = 
= f (x), il est bon d’étudier ses caractéristiques. Pour ce faire, il faut: 
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1) déterminer le domaine de définition de la fonction; 

2) discuter la parité de la fonction; 

3) discuter la continuité de la fonction ; trouver les points de discontinuité 
(s'il y en a) et établir la nature de la discontinuité; 

4) trouver les points d’intersection de la courbe représentative de la fonc- 
tion avec les axes de coordonnées; 

5) déterminer les asymptotes de la courbe représentative de la fonction; 

6) chercher les extrémums de la fonction, déterminer les intervalles de 
croissance et de décroissance ; 

7) trouver les points d’inflexion de la courbe et les intervalles de con- 
vexité et de concavité. 


946. Construire la courbe représentative de la fonction y — 
28 +4 
x2 
Solution. a) Le domaine de définition de la fonction occupe 
l'axe Ozx tout entier, excepté le point x = 0. 
b) Le point de discontinuité est x — 0, le plus, lim y = ; 


x—+0 
par conséquent, x — 0 (axe Oy) est une asymptote verticale à la 
courbe représentative. 
c) Déterminons les asymptotes obliques: 


Ï (x) 


k= lim-——-—]im _— = À: 

x—+0 X—+00 * 

e e 3L4 : & 
Mie - ES ES 


L'asymptote oblique est régie par l'équation y = x. 
d) La fonction n’est ni paire ni impaire. Déterminons les points 
d'intersection de la courbe représentative avec l’axe Oz: 
3 — 
—— = 0; z=—ÿ/4. 


x2 


e) Cherchons les extrémums de la fonction et les intervalles de 
croissance et de décroissance : 


, 8 
y =1— 5 ? 
y" = 0 pour x = 2; y = © pour x = 0 (point de discontinuité de 
la fonction); 
| n 4. 
y md , 


y" (2) > 0, par conséquent, x = 2 est un point de minimum; 
Ymin = 3. Si zL O0 alors y” > 0 et la fonction est donc croissante. 
f) Déterminons les points d'inflexion et les intervalles de con- 
vexité et de concavité: | 
y" = 0; y” = © pour x = 0 (point de discontinuité de la fonc- 
tion). 
16% 
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Les points critiques de seconde espèce n’existent pas; par con- 
séquent, les points d'’inflexion n'existent pas non plus. La 


y courbe représentative de la fonction 
est concave partout, car y”>0 
(fig. 306). 


947. Construire la courbe repré- 


sentative de la fonction y Ÿ 1 — x. 
Solution. a) Le domaine de 
définition occupe tout l’axe Oz. 
b) Les points de discontinuité 
n'existent pas. Les asymptotes ver- 


0 2 ticales n'existent pas. On a 
Ÿ 1Â— 23 
k— lim die = — À; 
Fig. 36 Rs z 


gs VS ——, __ 4: 1 = 0: 
Éd ec Tir rw ini 
l'asymptote oblique est y = —x. | . | 

c) La fonction n'est ni paire ni impaire.$Les points d'intersection 
avec les axes de coordonnées sont: 

y = 1 pour z—=0; x=1 pour y =0(. 

d) y’ —_ 

y En V Ü—z:3} ’ 
y'=0 pour x=0:; y—o pour z=1i. 

Au voisinage des points critiques la dérivée ne change pas de 
signe, donc il n’y a pas d’extrémums. Pour tous les x = 0 y < 0 
la fonction décroît de façon monotone. 

" 2x 

CE) J'= ———_—_—— ; Ÿ 

À V (A—23)s 
y"—=0 pour x=—0; y’—o pour z=1; 
y"(—h)>0;  y"(+h) <0, y'(1—h)<0; 

y'(1+h)>0. 

Par conséquent, x = 0 et x — 1 sont les 0 
abscisses des points d’inflexion; (—o, O), 

(1, Ho) sont les intervalles de concavité: 
(0, 1) est l'intervalle de convexité (fig. 37). 

Construire les courbes représentatives des Fig. 37 
fonctions : 

948. y —= sin° x. 

Réponse. Ymin — Y(nk) = 0, Ymax = Y (5 + sk) = À (4 est 
un entier quelconque). Il n’y a pas de points d’inflexion. 
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949. y = 37 x — x. 

Réponse. Ymin = Y (—1) = —2,  Ymax = Y (1) = 2, Yp. mt. = 
= y (0) = 0. 

950. y = In x — In (x — 1). 

Réponse. La fonction définie dans l'intervalle (1, +) est dé- 
croissante. La courbe représentative de la fonction est concave. 
Les asymptotes sont x — 1, y — 0. Les extrémums et les points d’in- 
flexion n'existent pas. 

T 

951. y—In 1e 

Réponse. La fonction est définie dans les intervalles (—, 0) 
el (1, +o). Dans l'intervalle (—oo, 0), la fonction est décroissante, 
sa courbe représentative étant convexe. Dans l'intervalle (1, +oo) 
la fonction est décroissante, sa courbe représentative étant concave. 
Les asymptotes sont x — 0, x — 1, y — 0. Les extrémums et les 
points d’inflexion n'existent pas (cf. problème précédent). 

952. y— 7 

eY= =: 

Réponse. Les asymptotes sont x — +2, y — x. La fonction est 
impaire. Sa courbe représentative passe par l’origine des coordon- 
nées. Dans l'intervalle (—2, 2) la fonction décroît de façon monotone. 
Les extrémums sont: 


Ymin = Y(2VS—=3V8 Ymax = y (—2 V3) = —3 V5, 


le point d’inflexion est (0, 0). Dans les intervalles (—oo, —2) et 
(0, 2) la courbe représentative de la fonction est convexe; dans les 
intervalles (—2, 0) et (2, +o) la courbe est concave. 


In x 
953. y———. 
Réponse. Ymax = Y (62) = + Il y a une asymptote y =0. 
954. y — 167 (2— 1). 
| 21 


; 1 
Réponse. Ymin = 4 (+)= 46 ? Yp. int. =Y(1)=0, Up. inf. = 


— y (+) — —1. Il n’y a pas d’asymptotes. 
955. y—(r—1)V x. 
; 1\ 2 
Réponse. Yinin = Y (-) =. 7 3y3 
956. y—xz+e*. 
Réponse. Ymin =Y(0)= 1. Il y à une asymptote y= x. 
957. y=In(x+V +1). 
Réponse. La fonction croît de façon monotone; y». 1nr. = y (0) = 0. 
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958. y—e"*-**, 


Réponse. Ynax =y(1)—e. Les points d’inflexion existent pour 


Dove, L'asymptote est y —=0. 


13 
Réponse. yYnin—=y(6) =13,5; le point d'inflexion est O(0; 0). 
Les asymptotes sont x=2 et y—x+4. 


$ 3. Courbure d’une courbe plane 


On appelle angle de contingence de l'arc AB d'une courbe plane l'angle ® 
formé par les tangentes menées aux points À et B de la courbe (fig. 38). Le 
rapport de l'angle de contingence à la longueur s de l’arc AB s'appelle courbure 

moyenne de l'arc AB: 


kmoy =. 


On appelle courbure k en un point À 

d'une courbe la limite de la courbure 

4 moyenne qu'admet l'arc AB lorsque 
B —+ À, c'est-à-dire 


k = lim, 
2 a s+0 S 
La courbure d'un cercle est de la 
A forme , 
k=—, 
Fig. 38 ù 


où a est le rayon du cercle. 
La courbure d’une droite est nulle. 
Si la courbe est donnée par l'équation y = f (x), alors sa courbure se cal- 
cule d’après la formule 
: | y" | 


Si la courbure est donnée par des équations paramétriques x =  ({), y = 
=") (t)}, on a alors 


k [Ty — y X | 
(22 + y279/2 
où 
. dx AE dy dx . d2y 
Far ar Tant 7 


Si la courbe est donnée en coordonnées polaires par l'équation p = f (0), 
alors 


x = 102+20"7— pp" 
(p2+ p'2)"/* 
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où 
, _ d » _ dp 
6 P 4" 
On appelle rayon de courbure R l'inverse de la courbure 
1 
R=——, 
LA 


On appelle cercle de courbure au point À d'une courbe la position limite uu 
cercle mené par trois points À, B, C de la courbe, lorsque B —+ À et C —+ A. 

Le rayon du cercle de courbure est égal au rayon de courbure. Le centre du 
cercle de courbure est appelé centre de courbure et se trouve sur la normale menée 
à cette courbe au point À et dirigée dans le sens de la concavité de la courbe. 

Les onde ë et n du centre de courbure d'une courbe y = f (x) sont 
données par les formules 


Ty 
y” e 
Le lieu géométrique de centres de courbure s'appelle développée. Les for- 
mules qui donnent les coordonnées du centre de courbure peuvent être considé- 


rées comme des équations paramétriques de la développée (où l’abscisse z de 
la courbe de départ est un paramètre). 


E=r— , n=y+ 


y (1+y'?) 
y 


960. Calculer la courbure de la courbe y = —x* au point d’abs- 
: 1 
CISSe ZI — TZ : 

Solution. On a y — —3zx°?, y” — —6x. Pour x — — ces 
dérivées ont les valeurs suivantes: y" — À, y" = —3, d'où 
vient 

— 3 3 192 


— 125/64  125° 


E 9 \ 3/2 
(1+35) 
961. Calculer la courbure en tout point de la cycloïde 

z—a(t—sint), 
y—a(i—cost). 
Solution. On trouve 
z+a (1 — cost), x=asint, 
y = a sin f, y= a cost, 


zy—yz= a2(cost—cos®t—sin?{)— —a?(1— cost), 


LL y a2(1 —2 cost + cos? t + sin? t) = 2a? (1 — cost), 
= — a? ({—cost) | __ 1 
[23/23 (4—cost)%/2 | 28/24 (1—cost)!/2 
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962. Calculer les coordonnées du centre de courbure de la courbe 

x + y = 2 au point M (1; 1). 
Solution. Dérivons deux fois l'équation de la courbe: 
822 + 4y$.y"=0 (1), 6x+12y2.y"2 + 4y$.y"=0. (2) 


Vu que z = 1, y — 1, on déduit de l'équation (1) que y’ — —3/4, 
et de l'équation (2) on tire 6 + 27/4 + 4y" = 0, c'est-à-dire y” = 
= —5{/16. On a alors 


er SE 43 


. — 51/16 "68 ” 
1+9/16 26 
n=y+ D RE 
26 
c'est-à-dire AE NE DT #) 
963. Former l'équation de la développée de la parabole y? — 
= ZT + 5 : 
Solution. Dérivons deux fois l'équation de la parabole: 
1 


2yy =1, y y ’ 
2y"2+ 2yy'=0, 


1 1 
gg UV Lo! (tar) 


D NE = 972 
y" = y 2 À 3y ? 
Er 
ter 
Â 12 4y2 
n=y+ _. += y —y= —-4ÿ 
as 
On obtient l’équation de la développée donnée sous forme para- 
métrique 
E = 3y?, 
n= — 47". 


Après avoir éliminé le paramètre y, on trouve l'équation de la 
Ld # # Q "1. ù 2 | 3 
développée donnée sous forme explicite: n° = > BE": 


964. Calculer le rayon de courbure de l’ellipse Fe HE —1 
au point M (0; 3). 
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Réponse. R=$. 

965. Calculer le rayon de courbure en un point quelconque de la 
cardioïde p = a (1 + cos 8) (a >> 0). 

Réponse. R + a COS _ 
966. Calculer la courbure de la courbe 


z—et.sint, 
y=et.cost 
au point { — f. 


Réponse. k— _—. 


eV 2 
967. Calculer les coordonnées du centre de courbure de la courbe 
1 , 
y= — au point M (1 ; 1). 
Réponse. (2; 2). 
968. Former l'équation de la développée de la courbe 
z=t-siné<+cosé, 
y =t-siné—siné. 


Réponse. C'est le cercle Ë? + n°? = 1. 


$ 4. Ordre de tangence des courbes planes 


Si les courbes y = f (x) et y = œ (x) possèdent un point commun M (x; yo): 
c'est-à-dire que yo = f (xo) = ® (xo) et que les tangentes aux courbes ci-dessus 
menées au point M (xzo; yo) ne se confondent pas, on dit alors que les courbes 
y = f(x) et y = op (x) se coupent au point M. La condition de rencontre de ces 
courbes au point M (xzo; yo) Se présente comme suit: 

f (xo) = @ (to); 
f (xo) Æ P” (xo). 


Si toutefois les tangentes au point commun M (x; yo) de ces deux courbes 
se confondent, on dit alors que les courbes sont tangentes en M. La condition 
de tangence des courbes au point M (xzo; yo) est: 


f (zo) = 9 (to); 
f" (to) = ®” (xo)- 
Si enfin 
f (xo) = P (xo), 
f" (xo) = p" (x), 
f" (xo) =?” (xo); 


F9 (xo) = pt (xo), 
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mais f(n+9 (x) 5 gt (x), on dit qu’au point M (x; yo) les courbes y — 
= f(x) et y = (x) ont une tangence d'ordre n. 

in > 2, alors les courbes y — f (x) et y = @ (x) ont une tangente commune 
au point M {zo: yo) et sont do même courbure. 


969. Quel est l’ordre de tangence des courbes y = e* et xy — L 
au point æ = 1? 

Solution. Soient f(x) —e*, (x) — =. Trouvons les 
dérivées re de Fe fonctions f' (x) = —e*, f" (x) = er*, 
p' (x) = — Z , D” (x) = , , -.. Calculons ensuite les valeurs 
de ces fonctions et de leurs dérivées au point x = 1: 


f()=eT, FD =—-e", jf (H)=e"; 
(li) =e"t, p'(1) = —e-t, œp”(1) = 2e”t. 


Ainsi, f (4) = œ (1), f’ (1) = æ° (1), mais f” (1)  p” (1). Par con- 
séquent, la tangence desdites courbes est du premier ordre. 

970. Pour quelle valeur du paramètre a la courbe y — e°* a-t-elle 
au point x = O0 une tangence du premier ordre à la droite y — 
— 2x + 1? 

Solution. Soient f (x) = e°* et o (x) = 2x + 1. Pour que 
les lignes susdites aient au point x = 0 une tangence du premier 
ordre, il est nécessaire que les égalités f (0) — œ (0) et f” (0) = p Q 
soient vérifiées, c'est-à-dire que et‘ = 2.0 + 1 et ae° = 2. D'o 
l'on tire a = 2. 

971. Quel ordre de tangence ont les courbes y = 1 + cos x 
et y = 2 — x° au point x = 0? 

Réponse. Ordre 1. 

972. Quel ordre de tangence à l’axe Ox a la courbe y = sin? x 
au point z = 0? 

Réponse. Ordre 1. 


eXHe-x , 


973. Quel ordre de tangence a la chaînette y — à la pa- 


rabole y=i+ au point æ—0? 


Réponse. Ordre 3. 

974. Quel ordre de tangence ont les cercles 2° + y? = 2y et 
2? + y? = 4y au point x = 0? 

Réponse. Ordre 1. 

975. Quel ordre de tangence a la parabole y = xt à l'axe Oz au 
point æ = 0? 

Réponse. Ordre 3. 

976. Quel ordre de tangence a la courbe y = In (1 + x) à 
parabole y = x — x? au point z = 0? 

Réponse. Ordre 2. 
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$ 95. Fonction vectorielle d'une variable scalaire 
et sa dérivée 


Une courbe gauche peut être donnée par les équations paramétriques sui- 


vantes: 
Tz= 2x (t), 
{ == 1 (£), 
z=2 (1), 
ou par l’équation vectorielle 


r=z(ti+ y (tj + 2(4)k. 
Cette dernière équation définit le vecteur variable r comme une fonction 
vectorielle de la variable scalaire !: 


r=r (t). 
La courbe donnée par l'équation r = r (t) s'appelle hodographe du vecteur 
variable r. 


La dérivée de la fonction vectorielle r = r ({) par rapport à la variable 
scalaire t est une nouvelle fonction vectorielle définie par l'égalité 


La dérivée de la fonction POUR — calculée d’après la formule 
dr & 
&— i+4 ++ ee : 
La dérivée À est un vecteur tangent à l’hodographe du vecteur r et dirigé 
dans le sens de croissance du paramètre t. 


Si le paramètre t# est le temps, est le vecteur vitesse de l’extrémité du 


d?r 
vecteur r, alors que ni = est le vecteur d'accélération. 

Les principales règles de dérivation d'une fonction vectorielle d’une va- 
riable Fo sont les suivantes: 


| __ dri dr: drs, 
1) — (mer — r3) = dt + dt —— dt Û 
s 
2) Gr 0 où c est un vecteur constant ; 


d dr dh . 
3) Ur) == tr FE ou 


nn. est une fonction scalaire de t; 


4) _ (rare) = oetr Ti ——* ; 


d à dro 
5) Ps (XP) = dt . 
Les équations de : tangente à une courbe gauche 


r=z(tity()i+z(4)k 
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au point Mo (zo; Yo: Zo) S’écrivent sous la forme 
où 
To=T (to); Yo—=y (to); Zo—Z (to), 


zo=Z" (to), yo—y" (to); Zo— 2" (to)- 
On appelle plan normal le plan passant par le point de tangence et per- 
pendiculaire à la tangente. L’ équation du plan normal est de la forme: 


zo (z — %0) + Yo (Y — Yo) + 2 (z — 20) = 0. 
La différentielle de l'arc d'une courbe gauche se calcule d’après la formule 


ds=V +2. 
977. Quelle ligne est l’hodographe de la fonction vectorielle 
r = ai-cos t + a-i sin { + ckt? 


Solution. Cette ligne a pour équations paramétriques 


T=aCcosSi, 
y —=a-siné, 
= Ci, 


qui définissent une hélice. 

978. Quelle ligne est liodenactie de la fonction vectorielle 
r—icosé + j + k sin t?, 

Réponse. C'est le cercle x?+z2— 1, 


y = i. 


979. Quelle ligne est l’hodographe de la fonction vectorielle 
r=t(i+ij+k)? 

Réponse. C'est la droite passant par l’origine des coordonnées 
et formant avec les axes de coordonnées des angles égaux. 

980. Quelle ligne est l’hodographe de la fonction vectorielle 
r=i+)+tk? 

Réponse. La droite parallèle à l’axe Oz et menée par le point 
(1; 1; 0). 

981. Quelle ligne est l’hodographe de la fonction vectorielle 
r—=icht+ksht? 

Réponse. Une hyperbole équilatère située dans le plan zxOz. 

982. Calculer la dérivée du produit scalaire des vecteurs r, — 
= 3ti + 2j + 5k et r, — 2i — 3j + k. 

Solution. On a 


EE Er Pre Pt (Sti + 2j + 5k)-(— 85) + 
+ (2i—3ti+k).i= —6+6—0. 
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Le résultat obtenu s'explique par le fait que le produit scalaire 
Tr — 9, C'est-à-dire qu'il est une constante. 


983. Montrer que les vecteurs r = i cos é + j sin ét + k et s 
sont perpendiculaires. 
Solution. On a = —jisint+ijcost. Calculons le produit 
scalaire r:-2 : 
dt ” 
r: = — cos t-sin t + sin {-cos { + 1.0 = 0, 


Par conséquent, r !L _ : 
984. Calculer la dérivée de la fonction vectorielle 


rich {t+jshtcht + ksh°£. 
Réponse. = (i+ k) sh 24 + j ch 24. 


985. r—isht+jchté+kYV ch2t—3sh2t. Trouver 10) | 
Réponse. 10 = (0. 

986. ri —it+ j{2+ ki, r—if2+ jf +Lkt. Trouver MX), 
Réponse. OX) D 3 (2235) j + (56— 20 j. 


987. Former les équations de la tangente et du plan normal à la 
courbe 


= a Sin? é, 
y =bsint-cosé, 
z—=Cccos?t 
au point t=—. 
Solution. On trouve 
z = a-sin 21, 
y = b-cos 24, 
Z = —c-sin 2t. 
Pour t=—, on a: 


C e 
=» Yo = : Z = 5" 0 =; Yo =0, Z0 = —C. 
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[CH. VI 
Les équations de la tangente ont la forme: 


L'équation du plan normal est de la forme: 
a c a — c? 
a (z—+) —c(:—<) —0, ou ax—cz— 5 =(. 
988. Former les équations de la tangente et du plan normal 
à l'hélice r—cost.i-tsint.j+)/31.k au point t=—. 


,_2V3 | 
Réponse. — = —x— , 2r—22V3+3n—0. 
989. Trouver sur la courbe 

z=t+Li, 
y=t—1, 


z={t 
le point dont la tangente est parallèle au plan x+2y+z—1—=0. 


Réponse. M,(0; 0; —1) et M: É + ; —%). 
990. Quel angle forme avec le plan xzOy la tangente à l’hélice 


z—= COS, 
y=sint, 
z—2V2t 


au point é — T° 
Réponse. 70°23. 


991. Former les équations de la tangente et du plan normal à la 
courbe 


et-sint 

L— 75 : 

y= 1, 
etcost 

32 = = 
V 2 

au point { = (0. 
z — 1 12 V2 
Réponse. == 1 — 


2 
= D, 42-20. 


$ 5] FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE SCALAIRE 255 


992. Former les équations de la tangente à la courbe 
z=et (cost+sint), 
y=et(sint— cost), 
2 = e! 
au point é = (0. 
Réponse. me PU Lo PE À 


993. Former les équations de la tangente à la courbe r — f°i + 
+ 4j + 4k au point { — 1. 
Ré z—A4 y—1  z—1 
éponse. == —, 
994. Démontrer que les courbes r = (u + 1) i + u°j + (2u — 1)k 
et r — 2°i + (3v — 2) j + v‘k se coupent et calculer l’angle 
qu'elles forment au point de leur rencontre. 


14 
31 29 
995. Former les équations de l'hélice si le cylindre est le rayon 
de base R = 4, et si le pas d'hélice : — 6x. Calculer la différentielle 
de son arc. 
Solution. L'hélice a pour équations 


Réponse. arccos 


— 4 Cost, 
y=#4 siné, 
z = Bt, 
car pour { = 2n, z—h. 
Dérivons ces équations: 

z= — 4 siné, 

y=4 cost, 

z=3. 


La différentielle de l'arc seral: 


ds — V4 y2 + 22 dt = V 16 sin2t + 16 cos?t + 9 dt — 
— V 16 (sin2é + cos2t) +9 dt —5 dt. 
996. Calculer la différentielle d’un arc de la courbe 


z=—= a cos? t, 
y=YV a? +b?sint.cost, 
z —=bsin?t. 


Réponse. ds = V a? + b° dt. 
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997. Pour quel pas À la longueur d’une spire de l’hélice 


T—= COS É, 
y =Sinf, 
Z = Cl 


est égale à 4n? 

Indication. Faire usage du fait que lors du développement 
d’un cylindre dans le plan, une spire d’hélice se transforme en un 
segment de droite. 

Réponse. h = 2V3:x. 

998. L'équation du mouvement a la forme 


r = 3cost-i + 3sint-j + 4t.k, 


où t est le temps. Calculer la vitesse et l'accélération du mouvement 
à un moment arbitraire. 
dr 


Réponse. v— = — 3sint-i+3cost-i+4k, 


d?r 


W=-7=——3cost.i—3sint-j. 


999. L'équation du mouvement a la forme 
r=ti+ tj + tk. 


Calculer la vitesse et l'accélération du mouvement à un moment 
de temps égal à l'unité. 
Réponse. v | 1-1 =i+2j+3k, 


$ 6. Trièdre attaché à une courbe gauche. 
Courbure et torsion 


En tout point M (x; y; z) d’une courbe gauche r = r (t) on peut construire 
trois vecteurs unités réciproquement perpendiculaires: un vecteur unité de la 
tangente (vecteur tangent unité, fig. 39 


dr 


= = 
7 Jæ 
dt 


un vecteur unité de la normale principale 


dr 
. ds 


un vecteur unité de la binormale 
B = T x v. 
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Les vecteurs non unitaires correspondants peuvent être calculés d’après 
les formules: 


T=+ (vecteur de la tangente), 


dr  d?r . 
Be Xs (vecteur de la binormale), 


N—BXT (vecteur de la normale principale). 


Le plan contenant les vecteurs + et v s'appelle plan osculateur. 
Le plan contenant les vecteurs v et f s'appelle plan normal. 


Fig. 39 


Le plan contenant les vecteurs $ et x s'appelle plan rectifiant. | 

Le trièdre de sommet M formé par les plans osculateur, normal et recti- 
fiant s’appelle trièdre attaché à la courbe gauche (fig. 40). 

On appelle courbure d’une courbe au point M le nombre 

ts 
Man CT 

où p est l’angle de rotation de la tangente (angle de contingence) sur l'arc MN, 
As étant la longueur de cet arc. 

Si la courbe est donnée par l’équa- - 
tion r—=r(s), alors P 


ke] 


Si la courbe est régie par l’équation 
r=rt(), alors 


dr  d?r à : 
dt "dre | 


A — q 


dr 
dt 

On appelle /orsion d'une courbe au 
point M le nombre 


osculateur 


0 
Frs Fig. 40 


où 6 est l’angle de rotation de la binormale (angle de contingence de deuxième 


espèce) sur l'arc MN. 
Sir=ri(s), on à alors 


17—01673 
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dB et v ont la même 


où l’on prend le signe « moins » dans le cas où les vecteurs PE 


orientation et le signe « plus » dans le cas contraire. 
Si r=rt(t), on a alors 
dr d?2r dir 
‘dt dt2 dti 
dr dèr |2° 
a | 


0 = 


1000. Calculer le vecteur t& tangent à la courbe r = #?i + #%j + 


+ 16k au point { — 1. 
Solution. On a 


D = Dti+ 362 + 6H, Es = VARIE + 36. 


Pour t = À, on trouve 
Pdi+3+6k, FE |=V4+9-+36—7, 
dr 
‘dt 2 3 6 


ER 


1001. Calculer le vecteur unité tangent à la courbe r — 5ti + 
+ 12j cos t + 12k sin { en un point arbitraire. 
À ; 12... 14 12 
Réponse. 7% — g i-gaisint + gk cos i. 
1002. Calculer le vecteur unité tangent à la courbe 
z—=t-sint—cost, 
y—=tcost—sint, 


z=ËtV2 


au point t 


Réponse. t — —<i+ 3 ke, 
1003. Calculer le vecteur t de l’hélice x = a cost, y = a sin, 


2 = V R° — at, R>a>>0en un point arbitraire. 


Solution. On a 
r—aicost{+ai sint+ VV R?— a?tk, 


À D _oisint+ajcost + R2—&Kk, 


dt 


dr 


le V'a?sin?t-+ a2cos2t + R?2—a2= R, 
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dr 
“dt — aisint+ajcost+1/ R2—4a2k 
LE 
dr R 
dt 
a à t. acost V/R°— a 
Ru + —_ _—— 
14 + VE pe 


1004. Calculer le vecteur ‘ de l’hélice en un point arbitraire. 


Solution. Ona 
2 — aisint+ ajcost+V R?— ak, 


——_… 
—— 


at 
LEURS — aicos{— ajsint. 
di? 
Calculons le produit vectoriel de ces vecteurs 
i L k 
B=ExT— —asint acost V R?—a|— 
|—acost —asint 0 


—aV R—asint.i—aV R2— a cost.j+ ak ; 


d d?r 
IBI= x | 


= V a2(R?— a?) sin? t + a2 (R2— a?) cos? t + aù — aR. 


Par conséquent, 
a V Rè—aisint—a V R?—ajcost+ak 


P= TB — ch 
__V'R-a . .. VR2-a  ,. a 
— pp Snti-—— cost.j+—k. 


1005. Calculer le vecteur v de l’hélice en un point arbitraire. 
Solution. Vu le fait que v = ff X +, alors 


RS 
V/R2— a sint V R2— a? cost 
NV — DS SNS OR — 
asint a cost V'R— a —a? a 
OR R  R  R 


—= —]CcoS{—jsini. 


1006. Calculer la courbure Æ de l'hélice. 
Solution. Dans les problèmes 1003 et 1004 nous avons 


trouvé que 
d?r 


dt ” dt2 


— aR, 


]=R 


177 
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d'où 
dr d?r 
K = & “dE _aR _ a 
me dr RS  R?° 
Ê 


1007. Calculer la torsion de l’hélice. 
Solution. On a 


d 
= —aisint+ ajcost+V R?— a? a?k, 
LE aicost—aisint 
dt — LEE En L 3 
ee — aisint—ajcost 
ds 4 J ° 
Calculons le produit mixte de ces vecteurs: 
ee —asint acost V R?— a? 
dr dr dr _| ne _nV RE 02 
dE dE — a cos f asint (8 = a Y R2—a?. 
asint —acost 0 


Dans le problème 1004 nous avons trouvé que 


dr 
dt X [= ak. 
Par conséquent, 
dr | dr? on 
Ps X | = a? R?. 


Ainsi, 


1008. Former l'équation du plan osculateur de l’hélice en un 
point arbitraire. 


Solution. Ce plan passe par le point (acost; asint; 
V_R? — at) et est perpendiculaire au vecteur de la binormale 
_ V'R=asint, VR?—-acost, , a 
BR ge pe 
C'est pourquoi le plan osculateur à pour équation: 


D — a 
VER COS {) — 


SE Rte +2 (2—V Rai) 0, 
ou 


X.V R2— asint—Y.V R°— a&.cost+aZ—aY R?—at—0. 
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1009. Former l'équation du plan rectifiant de l’hélice en un 
point arbitraire. 
Solution. Le plan passe par le point (acost; asint; 


V_R? — a°t) perpendiculairement au vecteur de la normale prin- 
cipale v — —i cos t — j sin t, et de ce fait a pour équation 

—(X — acost) cost — (Y — asint)sint — 0, 
c'est-à-dire 

X cost + Y sint — a = 0. 

1010. Former l’équation du plan normal de l’hélice en un point 
arbitraire. 

Solution. Le plan est perpendiculaire au vecteur de la 


2 — a 
tangente tT— — Es 1 +- AR FAURE k et passe par le point 
(a cost ; asint; VE a?t). 
son équation est de la forme 
— cs (X — a cost) + (Ÿ — a sin t) + 


no (Z—V R2— at) — 
ou 
Xasint—Yacost—ZV R?2—a?+(R2—a2)t—0 
1011. Calculer le vecteur t de la courbe 


z = Gt 
y — 3l?, 
z2= 1 


au point { = Î. 
” LE 2 { 
Réponse. Titsitsk. 
1012. Calculer le vecteur B de la même courbe pour t — 1. 
Réponse. +i—?j+2k 
éponse. 1 3)T3 
1013. Calculer le vecteur v de la même courbe pour t = 1. 
: RE EE 
Réponse. M US LE 
1014. Calculer la courbure X de la même courbe pour # = f. 
Réponse. : 
1015. Calculer la torsion o de la même courbe pour & = 1. 


à 2 
Réponse. >. 
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1016. Former l'équation du plan osculateur de la même courbe 
pour { = f. 

Réponse. X — 2Y + 2Z — 2 =0(. 

1017. Former l'équation du plan rectifiant de la même courbe 
pour { = À. 

Réponse. 2X — Y — 27 — 7 = 0. 

1018. Former l’équation du plan normal de la même courbe pour 
AS 

Réponse. 2X + 2Y + Z — 19 — OC. 


CHAPITRE VII 


CALCUL DIFFÉRENTIEL DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES 


$ 1. Domaine d'existence d’une fonction. 
Lignes et surfaces de niveau 


On dit qu'une grandeur variable u est une fonction uniforme des deux varia- 
bles x et y si à chaque point (x, y) (c’est-à-dire à chaque couple de nombres 
réels), appartenant à un certain ensemble D, il correspond une valeur réelle 
déterminée de la variable u. Dans ce cas, les variables x ct y s'appellent varia- 
bles indépendantes, alors que l’ ensemble D s ’appelle domaine de définition (d’exis- 
tence) de la fonction. On écrit: u = f(x, y) ou u = œ (x, y), etc. La valeur 
de la fonction u = f(x, y) au point M (xo; ÿo) est désignée par f(zo; Yo) ou 
par f (A1). 

Dans les cas les plus simples, le domaine de définition de la fonction u — 
= f (x, y) représente soit une partie du plan bornée par une courbe fermée (fron- 
tière du domaine) dont les points peuvent appartenir ou non au domaine de 
définition, soit le plan tout entier, soit enfin un ensemble de plusieurs parties 
du plan xOy. La représentation géométrique d'une fonction u = f (x, y) dans 
un système de coordonnées rectangulaires Oxyu (le graphique de la fonction) 
est une surface. 

D'une façon analogue on définit une fonction de n’importe quel nombre 
de variables u = f(x, y, 2, . .., t). 

On appelle ligne de niveau d’ une fonction u — f (x, y) la courbo f (x, y) = 

= C du plan zOy aux points de laquelle la fonction reste de valeur constante 
u = C. 

On appelle surface de niveau d’une fonction u = f (x, y, z:) — C la surface 
f(x, 1 2 z) = C aux points de laquelle la fonction reste de valeur constante 
u —= 


1019. Déterminer le domaine d'existence de la fonction 


u—= Va —2?— y. 
Solution. La fonction uw prend des valeurs réelles si a? — 
— 2 — y > 0 ou 2° + y? L a°, c'est-à-dire que le domaine d’exis- 
tence de cette fonction est un cercle (la circonférence frontière y com- 
prise) de rayon a, ayant le centre à l’origine des coordonnées. 
1020. Déterminer le domaine d'existence de la fonction u = 


. TL 
— arcsin —. 
y" 
Solution. La fonction arcsin _ est définie si y 0 et 


—1{ << 5< 1, ou —ÿ Lx L y”. Le domaine d'existence de la 


fonction est la partie du plan comprise entre deux paraboles y? = x 
et y* = —zx excepté le point O (0; O0). 
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1021. Déterminer le domaine d'existence de la fonction u — 
= Î]n (2z° — 6x? — 3y? — 6). 

Solution. Cette fonction dépend de trois variables et prend 
des valeurs réelles pour 22? — Gr? — 3y? — 6 > 0, ou _. + = — 
= . << —1, c'est-à-dire que le domaine d'existence de la fonc- 
tion donnée est une parlie de l’espace contenu à l’intérieur d’un 
hyperboloïde à deux nappes. 

1022. Déterminer les lignes de niveau de la fonction u — 2° + y*. 

Solution. L’équation de la famille de lignes de niveau a la 
forme z° + y = C (C>0). En donnant à C des valeurs réelles 
différentes, on obtient des circonférences concentriques de centre 
à l’origine des coordonnées. 

1023. Déterminer les surfaces de niveau de la fonction uw — 
= 2? + 72 — y. 

Solution. L'équation de la famille de surfaces de niveau 
a la forme 2° + z° — pc 

Pour C — 0, x? + z° — ÿ — 0; c'est un cône. 

Pour C > 0, x? + 2? — y = C; c'est la famille d’ hyperboloïdes 
à une nappe. 

Pour C<0, x? + 77 — y? = C; c'est la famille d'hyperboloïdes 
à deux nappes. 
Déterminer les domaines d’ ice des fonctions suivantes: 


1024. u=V 22+y—1. 

Réponse. x° + y? > 1: la partie du plan situé en dehors du 
cercle unité de centre à l’origine des coordonnées. 

1 

1025. u — Vies 

Réponse. L'intérieur du cercle x° + y? < 1. 

1026. u = arcsin (x + y). 

Réponse. La bande comprise entre les droites parallèles zx + y < 1 
et z + y > —1. 

1027. u=V cos (x? + y?). 

Réponse. Les anneaux concentriques : : Tr +ty>0, ET 


DT 
+P>T, 
1028. u — In (—zx + y). 


Réponse. u > x: le demi-plan situé au-dessus de la bissectrice 
y = x. 

1029. u = y + V zx. 

Réponse. Le demi- plan à droite (x > Ü). 

1030. u—V a2—12—y2— 722. 

Réponse. La sphère x° + y? + z° < a. 
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1031. u — arcsin 


FA 
 _— 
Réponse. —V x°+y<z<V 12+y?: la partie de l'espace située 
en dehors du cône z?+y?— 720. 
1 
1032. u — Mary 2) . 


Réponse. L'intérieur de la sphère 2° + y* + z° << 1, excepté 
l'origine des coordonnées. 

1033. u — Vr + y + z. 

Réponse. x + y + z2>0: la partie de l’espace disposée au-dessus 
du plan z+y+z—o0. 

Déterminer les lignes de niveau des fonctions suivantes: 

1034. z — 2x + y. 

Réponse. La famille des droites parallèles 2x + y = C. 


1035. z = =. 
y 


Réponse. La famille des droites passant par l’origine des coor- 
données: x — Cy. 


1036. 2—In / L. 


Réponse. La famille des droites passant par l’origine des coor- 
données : y = ex ou y — C;,x (C, > 0). 


1037. Ve 
Réponse. La famille des paraboles Cy=V x. 
1038. z — e*v. | 


Réponse. La famille des lignes xy = C; pour CÆO0, c'est la 
amille des paraboles équilatères; pour € — 0, c’est l’ensemble 
d'axes de coordonnées Ox et Oy. 

Déterminer les surfaces de niveau des fonctions suivantes: 

1039. u = x + y + 3z. 

Réponse. La famille des plans z+y+3z=cC. 

1040. u = x° + y + z 

Réponse. La famille sphères 2° + y + z = C (C> 0). 

1041. u = (2° + y° + z°}°. 

Réponse. La famille des sphères x? + y + zx = C (C> O0). 
Si C — 0, alors la sphère dégénère en un point. 


$ 2. Dérivées et différentielles 
des fonctions de plusieurs variables 


1. Dérivées partielles du premier ordre. On appelle dérivée partielle d'une 
fonction : = f(x, y) par rapport à la variable indépendante zx la dérivée 


0 _ jm EH Az, y)— f(x, y) 


calculée pour y constant. 
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On appelle dérivée partielle par rapport à y la dérivée 


02 __,.. fr, y+Ay)—f(x, y) _,, 
Du ea y (x, y), 


calculée pour x constant. 
Les règles et les formules de dérivation ordinaires sont valables pour le 


Calcul des dérivées partielles. 


1042. u = x — 3xy — 4y?— x + 2y +1. Trouver 2 et Te. 
Solution. En considérant y comme une grandeur constan- 
te on a 


ou 
Te — 2x — 3y — 1 
En considérant x constant, on trouve 
ou 
 — — SX — By + 2. 
.9 o 02 0z 
1043. z—ex**+*, Calculer —, —. 
Ôx Ôy 


Solution. Ona 


ôz 2+y2 ’ 2+y2 
D est (28 pe) = Drexth, 
Ôz 2472 A 242 
FT HUE (a? + y?) = 2yex +, 


1044. p—u"cos? p. Calculer æ, ce 


Ô 0 ” 
Solution. On a 
PP _r,3,.< 
= AU COS? 4, 
3 = u*.2 cos p(—sin ç) = —uf sin 2. 


1045. Montrer que la fonction z = y In (x° — y*) satisfait à 
l'équation 


Solution. On trouve 


02 _  2xy 03 5 18 2y? 
ôx  22—y2? F7 ah Roer TE 


En portant les dérivées partielles dans le premier membre de 
l'équation : 


{ 2xy { 2y? 
7e += [in (y) | = 
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on obtient une identité, c'est-à-dire que la fonction z satisfait à 
l'équation donnée. 


1046. Montrer que la fonction z — yv/* sin 2) satisfait à l'équation 


mn. Ty = y 
Solution. On trouve 
E=pmans(—2)sn (2) sure (4) (4). 
Be fueane (L) Eat ]an(t) rares (2) 


En portant les dérivées partielles dans le premier membre de 
l'équation : 


— 2 que ha yesin (L) x. X 
x yul* cos ( L res -yuix-1 sin()+ 
+ zy -— TE In y- sin (À )+ 2-7 — -yux cos (À ] = yyvs sin (2) = yz, 


on obtient une identité; par conséquent, la fonction z satisfait à 
l'équation donnée. 


1047. u—22+ 2y2— 3xy—4r+2y+5. Calculer À, Te 
Réponse. = 2x—3y—4, = 4y— 3x +2. 


1048. roi 6. Calculer TL — 


30 
Réponse. 7 — 2p sin“ 6, _. — 4p2.sin* 6.cos 6. 
x ôu ôu 
1049. ge pe Calculer FES FT 
Ré onse ôu __ 2x _1 Qu __ x _ 2x? 
POSE ER y? ay y y$ 


cn Ô 
1050. z—exytx*+v*), Calculer —, =. 


Réponse. & = eVGÈEUA (3r2y + y$), 


Oz x 9 
2 = exUGRT+U?) (x3 
ne (z° + 3xy°). 


1051. ele ds Calculer À, D a 


> du _ y g _— y? 
Réponse. VS 0 m=2Vr+6yÿ 2, — — 
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ou ou 


1052. u—ex/v+e-1/v, Calculer &° Er a 


> ou Fu ôu 
L —— — Xe = —  —— pX|y — —2/y, 
Réponse. metre re e Fe e 
ôu ___1 ; 
—— — — GE) y. 
Ôz y É 
1053. z— arctg Calculer Æ, ©. 
Le ° 0x” y 
: 0z 2xy 0z 1+ r2 
RépOrse. = TEE Ge UT 
1054. z— e%+0%, Calculer 22, À. 
Ôx ôy 
Réponse. = Gr? (x + y?) etxS+v?)2, 


— = 4y (2 + y?) et +), 


ou ou ou 
1055. u—(xz—y)(x—z)(y—z). Calculer T° H' à 
Réponse. D = (y— 2) (2z— y — 2), D =(s—2)(5—2y +2), 


D (x y) (—y+ 22— 5). 


ôu du 
0x” Ôy 


5 Ô 9 199,9 
Réponse. — = (6x — y)ex#+2v2-xv, 


1056. u — e3**+2v®-xy, Calculer 


de (y rente - 
1057. u — exvz. sin +. Calculer on 


Ôy 
z ôu ; . 1 y 
0 : —— — XUZ., — — PXUZ. — , 
Réponse gg — 1267 -sin = + — EVE. C08 — 


2 . 
1058. Montrer que la fonction z = ++ x + + satisfait 


3 
à l'équation Tr? _ + y 2 A 0 
Ôx 0x 
‘êp 68 
1059. Calculer y ôy lorsque z=—pcos0, y —psine. 
‘dp 66 


Réponse. 
2: Différentielle totale. On appelle accroissement total d'une fonction | 2 = 
= f(x, y) en un point M (x; y) la différence 


= f(x + Az, y + Ay) — f(x, y), 
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où Az, Ay sont des accroissements arbitraires donnés aux variables indé- 
pendantes de cette fonction. 

La fonction z = f (x, y) est dite différentiable au point (x, y), si en ce point 
l'accroissement total peut être présenté sous la forme 


Az= AAz—+ BAy + 0 (p), 


où p=ŸV Ar2+ Ay2- 

On appelle différentielle totale de la fonction = = f(x, y) la partie princi- 
pale de l'accroissement total Az, cette partie étant linéaire par rapport aux 
accroissements donnés aux variables indépendantes Az et Ay, c’est-à-dire dz = 
= À Az + B Ay. 

Les différentielles des variables indépendantes coïncident avec leurs accrois- 
sements, c’est-à-dire dr = Az et dy = Ay. 

La différentielle totale de la fonction z = f(x, y) se calcule d’après la 
formule 


0z ôz 
me LG APN dy. 


De même, la différentielle totale d'une fonction de trois variables indé- 
pendantes u = f(x, y, :) se calcule d’après la formule 


ôu ou ou 
nl LE 7 dy+ dz. 


La valeur de p — V/ Az? + Ay? étant suffisamment petite, pour la fonction 
différentiable z = f(x, y) ont lieu les égalités approchées 


Az = dz et f(xz+ Az, y + Ay) = f(x, y) + dz. 
1060. z— arctg ZT, Calculer dz. 


T— y 

Solution. Calculons La et LS | 
Ôx oy 1 
D Ur 
PL EN 

Z—y 

87 _ 1. 2 _ x 

ôy 14 (2 2 (z—y}  r+y 

T—Y 


__ Ôz Ôz ___ædy—ydx 
dz = dx dx+ ed —= 


1061. u—zx17"*, Calculer du. 
Solution. On a 


re yè 


Ou. 
Oz 


ou ou. 
du = dx + dy + az, 


ou ° ou 0 ou. 

— = y? au*t-i 2 — rv":. . — — xl*7. y? 
D = U?zx TT In x-2yz, x =Z In x:y*. 
Par conséquent, 


du = y?zav*1-1 dr + 2yz.xv*t.]n x dy +- y2xv*:.]n x dz. 
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1062. Calculer approximativement V sin? 1,55 + 8e1.015 compte 


tenu de la valeur de la fonction z—Vsin?z+8ev si = # 


2 
1,571, y—=0. 
oriron Le nombre cherché est la valeur accrue de la 
fonction z pour Az—0,021, Ay = 0,015. 


Calculons la valeur de z pour z=+, y =0: 


Zz— V/ sin? + 8e + 8e? — 


On trouve l'accroissement de la fonction : 


y l 
NS da = Az + 2 Ay = sin 2xzAzx + 8evAy _ 8-0,015 — 0,02. 
Ôx oy , 2 V sin? x + 8er 6 


Par conséquent, V/ sin? 1, 99 + 8e0.015 = 3,02. 
1063. Calculer approximativement arctg —— ü ue À compte tenu de la 
valeur de la fonction z— àrctg Ÿ — pour z= 1, y—=1. 


Solution. La fonction z, pour z—=1, y—=1, a pour valeur: 


z=arctg =? æ 0,785. 
Calculons l'accroissement de la fonction Az si Axz— —0,05, 
Ay = 0,02: 
Az & dz = arr 7 À no. 5 +  … 
De PTT By Ta 
_ ay yhr . DRE 0,05 
nu ne — — 0,035. 


Par conséquent. 


arctg 1 =2+ Az 0,785 + 0,035 = 0,82. 


1064. z2—In(x?—+y?). Calculer dz. 

' 2 (x dr + y dy) 
Réponse. dz — SES " 2... 
1065. z—Intg(y/x). Calculer az. 
2 (x dy — y ds) 

x? sin # 
1066. z— sin (1x2 +y?). Calculer az. 
Réponse. 2(x dx + y dy) cos (x?-+ y?). 


Réponse. dz— 
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1067. z— zx. Calculer dz. 
Réponse. dz = x! + dx + In x dy) ‘ 
1068. u—In(x+V1?+y2). Calculer du. 


; 1 y dy 
. =... ——— d pe met — 
Réponse. du Ter x e) 


1069. z:—e* (cosy +zsiny). Calculer dz. 
Réponse. dz= e* [(x cos y — sin y) dy + (sin y + cos y + zxsin y) dr]. 
1070. z—e**"(xcosy+ysinzx). Calculer dz. 
Réponse. dz = e**" {[(x+ 1) cos y + y (sin x + cos x)] dx + 
+ [x (cos y — sin y) + (y + 1)sin x] dy}. 
2 (x+sin y) 
1071. Z = arctg Ta—zsiny ‘ 
2 dx 2 cos y dy 
2z2+4 + sin y+4 

1072. u—e*"*. Calculer du. 

Réponse. du — e*V* (yz dx + xz dy + xy dz). 

1073. Calculer approximativement 1,02: compte tenu de la 
valeur de la fonction z — xŸ pour z = 1, y — 4, et en remplaçant 
son accroissement par la différentielle. 

Réponse. 1,08. 

1074. Calculer approximativement In (0,093 + 0,99%) compte te- 
nu de la valeur de la fonction z = In (2° + y*°) pour x = 0, y = 1. 

Réponse. —0,03. 

1075. Calculer approximativement 4 1,022+ 0,052, compte tenu 
de la valeur de la fonction z=ÿ æ+y pour z=1, y=0. 

Réponse. 1,013. 

1076. Calculer approximativement V 560.02 E 2,032, compte tenu 


de la valeur de la fonction z= V 5e* + y? pour x=0, y=2. 
Réponse. 3,037. 


1077. Calculer approximativement V 1,049 4 In 4,02 compte 
tenu de la valeur de la fonction u—V x’ +Inz pour æ=1Â, y—2, 


z= 1. 


Réponse. 1,05. 


3. Dérivées partielles et différentielles d’ordre supérieur. Les dérivées 
partielles secondes de la fonction z — f (x, y) sont les dérivées partielles de ses 
dérivées partielles premières. 

Les dérivées partielles secondes ont pour notations: 


Calculer dz. 


Réponse. dz — 


(SE) (z, y)! + (E)- ©2z y 7 . 
oz \ oz) 927 xx Yh ôy \ 0x] 6x ôy ‘*L Fr D); 
Ô f oz 02z ” . 9 [8z\ _9z _. 

a (a) ae fie Cr (5 )= pe uv @s 4). 
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De même, on définit et on désigne les dérivées partielles troisièmes et celles 
d'ordre supérieur, à savoir: 


Ô [02z\ 05z ,, | 
Ge (à) = = Îxxx (x, y); 


à = pe = ie (x, y), etc 
Ôy (3 —ontog  rau Un 


Les dérivées dites « mixtes», qui ne se distinguent l’une de l’autre que par 
l'ordre de dérivation, sont égales entre elles, à condition qu’elles soient con- 


2z __ Oz 
0x 0y dy Ôr’ 
La différentielle seconde de la fonction : = f (x, y) est la différentielle de 
sa différentielle totale, c’est-à-dire 


d°z = d (dz). 
De même, on définit les différentielles troisièmes et celles d'ordre supé- 


rieur : | 
dSz = d (d°:), 


tinues, par exemple, 


d'une façon générale 
dMz = d (dn-1:). 


Si x et y sont des variables indépendantes et que la fonction f (x, y) admet 
des dérivées partielles continues, alors les différentielles d'ordre supérieur se 
calculent d’après les formules: 


022 dz - Ô2z 
XL, md 2 Ce 2e 
Pr dr2+2 ET dx dy Du dy?; 
03z 03z 03z 03z 
d 2= 3 07 +3 PET dr? dy +3 PET dx dy? + ous : 


en général, on a la formule symbolique 
ô Ô n 
hrs VE Des 
d"z (= dr+ dy) z, 
qui, formellement, se développe suivant la loi binomiale. 


02z 02z 02z 
1078. z=y-lnx. Calculer Tr ETTÉ ET 


: DS ; (4 (e) 
Solution. Calculons les dérivées partielles — TR 
0z __ y. 0z 
0x zx’ ôy 


Ensuite, calculons les dérivées secondes : 


02z 0 {y y .  O02z ô | 
mm) gg (na) 0; 
dz _ 0 (2)= 1 
0x ôy dy\z] zx” 
2 


1079. z—Intg —. Calculer ne 
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Solution. On a 


Ô 
Fi 1 sec? 2 (— : }= se : - 
Ôx y x x2 z y 
tg — SINn — 
T 
2y 2 
Oz 1 2 Tes z 
= T0 ro D 
cou F sin #7 7 sin? 
2 : 
5 (2ycos À — sin 
sin À 


1080. z=sinzx-sin y. Calculer d°?z. 
Solution. On a 


LORE cos x sin SANS sin z COS 

ôx ÿ; dy CE 
LAURE sin x Sin = COS Z COS LE | | 
De — U, 8 dy — U, FT = — Sin xzsSIn y, 
dz= —sin zx sin y dx? +2 cos x cos y dx dy — sin x sin y dy?. 


1081. 5—zx2y. Calculer d°z. 
Solution. On a 


z d2z 93z ôz d2z 

ôz 1Ur Gze 2y Ôzx3 0, dy Toy 0, 
3 3 3 
Sp 5 9 #4 0. 

ay Or? Ôy 0x dy? 


d3z =0 dx + 3-2dx? dy +3.0.dx.dy? +0 : dy* = Gdx? dy. 
1082. u = 42% + 3x2y + Sxy? — y*. Calculer ——. : 
Réponse. 6(x + y). 
1083. u — ry + sin (x+y). Calculer +. 
Réponse. —sin (x + y). 


1084. u—Intg(x+y). Calculer _— 
Réponse. — < Tr L 

1085. z—arctg — a . Calculer —. 
Réponse. 0. 

1086. z—zx?1n (x+y). Calculer ee 
Réponse. A. 


18—01673 
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1087. u— xsinzy<+ycoszy. Calculer _ : 
Réponse. y (2— y?) cos xy — xy? sin xy. 

: du 
1088. u = sin (r + cosy). Calculer ER 
Réponse. sin y-cos (x + cos y). 
1089. 2=—+ In — Calculer d2z. 


x? 02 &zy dx dy 
ans (OU — dut) — ÈS 
1090. z— cos(x+y). Calculer d2z. 
Réponse. — cos (x + y) (dx + dy}?. 


1091. z— cos (ax+e’). Calculer 


Réponse. 


03z 
ôx 0y? 
Réponse. ae? [eŸ sin (ax + e!) — cos (ax + el)]. 
1092. u — EE. Calculer — 
Réponse. 4. 
1093. z2—zx2y°. Vérifier si TT = er 
1094. z=2x2+y2—xy— 2x + y+7. Calculer d?z. 
Réponse. 2(dx? — dx dy + dy?). 7 
1095. Montrer que la fonction z—œ(x)-g(y) satisfait à l'équa- 
Oz Oz Ôz 
0x y 0x. y ‘ 
1096. Montrer que la fonction 2—g(x)+yg'(x) satisfait à 
l'équation 


tion 2:.——— 


0z 02 d2z 
a Ua" 


f. Dérivation des fonctions composées. Soit z— f(x, y) où x — op (t), 
y = 1 (t) et les fonctions f'(x, y), œ (t), \ () sont dérivables. 

Dans ces conditions, la dérivée de la fonction composée z = f [p (t)1 (t)] 
se calcule d’après la formule 


dz az Oz dy 
FR RU dt 
Si : = f(x, y) où y = (x), alors la dérivée totale de la fonction : par 


rapport à : se calcule d’après la formule 
dz 02 ôz dy 


dx Ôôr  ôy dr’ 
Si toutefois z = f(x, y), où x = op (Ë, 1), y = = Ÿ (£, n), alors les dérivées 
partielles s'expriment comme: suit: 
Oz 0z 0x | Oz ._ ê! Ôy t ôz ôz Ôôx 0z y 


DE De 0 op æœ À On 0 où Oo on 
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1097. z—ex?+1?, où x —acost, y—asint. Calculer TL. 
Solution. On a 
dz 0z dx ôz dy 


7 dt ty dt 
— 2ae**+v? (ycost—zxsint). 


— e%*+1?.2x (— asint) + e**+1?.2y (a cost) — 


En remplaçant x et y par t, on obtient 


= 2aes (a sin t cos t— a cost sin t) = 0 
: ôz dz 
= 2 12 — ?* ee LES 

1098. z—In(x2—y?), où y —e*. Calculer ne 
Solution. Ona | 

LE / 

Ôx  2x2—y2 ° 
En utilisant la formule 

dz 
dr + L, 
on trouve 
dz 2x  _2ye* _ 2(x—ye*) 
"dr  r2— y? z2— y? z2— y2 
1099. 2=+ In =, où u—tg?r, v—cte?r. Calculer ee. 
U - dx 
Réponse. ind 
| _ z— y 2 dz 
1100. 2=—37 0 OÙ y— 3z+ 1. Calculer FFE 
; 2x (3x + 2) 

Réponse. PRE PE TEE 
1101. z— z?y, où y —=coszx. Calculer _ et LE. 


Réponse. 5 = 2x COS tr, = = x(2cosz—zxsin x). 


.. z—V/ 22 —y2 ne _dz 
1102. RAR Er , OU Y=ZTCOoS. Calculer Fe 
Réponse. 0. 
1103. z—22Ly2, où id y=t—n. Calculer & +. 
Réponse. = AE, An. 
1104. u — In (x? -+ y? J Te y= À. Calculer Æ Fe 
Réponse. +, 2 (né — 1) | | 


Œ EE’ on n(n+1)' 
18* 
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* 


1105. Montrer que la fonction u=In—, où 
r=VG-D 7 UTP, 
satisfait à l'équation = 
q 0x? Oy2 


5. Dérivée dans une direction donnée. Gradient d’une fonction. On appelle 
dérivée d'une fonction z = f(x, y) en un point M (x, y) dans La direction du 


vecteur 1 = MM, la limite 
ôz 5 f(M:)—f(M) . Az 
lim —— ————— |jim — 
OÙ  MMi-0 MM; p+0 P 


» 
où p= | Az2+ Ay2. 

Si la fonction f (x, y) ost dérivable, alors la dérivée dans la direction don- 
née se calcule d’après la formule 


CL cos @ + 22 sin & 
ôl dx Ôy 


où «& est l’angle formé par le vecteur 1 avec l'axe Oz. 

De même, on définit la dérivée dans une direction donnée d'une fonction 
de trois variables u = f (x, y, z). Dans ce cas, la formule en question est de la 
forme 

ôu ou 


ou ôu 
TH 5 CS a+ cosp + cos Ÿ: 


où cos &, cos B, cos y sont les cosinus directeurs du vecteur I. 
On appelle gradient d’une fonction z = f(x, y) en un point M (x, y) le 


vecteur issu du point M et ayant pour coordonnées les dérivées partielles de la 
fonction z: 


0Z . Oz, 
grad SITE Er à 
Le gradient de la fonction et la dérivée dans la direction du vecteur 1 sont 
liés par la formule 
à 
ôl 
Le gradient indique la direction correspondant à la croissance la plus 


rapide d’une fonction au point donné. La dérivée À dirigée vers le gradient 


= pro), grad z. 


atteint sa plus grande valeur qui est égale à 


ôz 2 = ©z\2, f 0z\2 
(ee = tgradst= () +(5) | 
. Dans le cas d’une fonction u = f(x, y, z), le gradient de cette fonction 
a pour équation: 
Ou . du .  Ôdu 
grad ÉTÉ i+ EL Fe k. 
1106. Calculer la dérivée de la fonction z = x? — y? au point 
M (1; 1) dans la direction du vecteur 1 formant un angle &« = 60° 
avec la direction positive de l’axe Oz. 
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Solution. Calculons les dérivées partielles au point M : 


HE 9z, LE y, (+), =2 (5). = —2. 


Ôzx " dy F1 Ôy 
On a 
cos a = cos 60°=— + ; sina= sin 60° V2. 
Par conséquent, 
0z 1 V3 
= Dh ————— — Z — 
_ -—2=1-V35 0,7 


1107. Calculer la dérivée de la fonction u — xy°z$ au point 
M (3; 2; 1) dans la direction du vecteur MN, où N (5; 4; 2). 
Solution. Calculons le vecteur MN : 
MN =1=(5—3)i+(4—2)j+(2—1)k—2i+2j+k 


et ses cosinus directeurs 
2 


V2+22+1 
2 1 
Cosf—=—, cos y=—. 


COS A — m2 
= = 3 


Les dérivées partielles se calculent comme suit : 
ôu ôu 


êu 
Ga — y?2* ; D — 2xyr° ; a Szyr ; 


(a), = 45 (a), = 125 (+ ),,=36 


Par conséquent, 


ôu 2. 2 1 2 
TH = 3 12-- +36. = 722 ES 


1108. Calculer la dérivée de la fonction z — In (x° + y*) au 
point M (3; 4) dans la direction du gradient de la fonction z. 

Solution. Dans ce cas, le vecteur 1 coïncide avec le gradient 
de la fonction z = In (2° + y?) au point M (3; 4) et est égal à: 


2x 


_. ; 2y 0. 8 . 
see x? + 2 ji 2 + y? Ji it i. 
Par conséquent, 
ôz 6 \2 8 \2 2 
= grd: = (+) +(55) =+. 
1109. Calculer la valeur et la direction du gradient de la fonc- 


tion u—=tgz—x+3 siny—sin*y+z<+ cotgz au point M(<+ : 


ee 
3 ? )- 
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Solution. Trouvons les dérivées partielles 


du ou 0 
Fr = se x d à — 3 COS y — 3 sin?y-COS y, 
9 4 — cosec?z 
0z 
° LA TT I 
et calculons leurs valeurs au point A7 (+; an =) à 
ou _ o 7 _ a 
(=), =sec wa 1 =2 1 = 1, 
ôu . T LL HT _a 1 3\2 1 3 
(5), =3cos + —3sin 05 = 5 3 5 ) T = Z 
(+) — 1 — cosec? = — 0. 
Ôz M a 


Par conséquent, 


: SE 
(grad Uu=itz); 


| F2 1.53, 
graduly=}/ + (À) =-V73; 
_ 

LVR 1/73 ’ 


1110. Calculer la dérivée de Ja fonction :=2?—z1y+y? au 
point M (1; 1) dans la direction du vecteur 1 = 61 + 8j. 


» Ô 7 
Réponse. (T),=+. 
1111. Calculer la dérivée de la fonction u = arcsin ———— 
V'z2+ y 
au point M(i; 1; 1) dans la direction du vecteur MN, où 
N(3; 2; 3). 

Réponse. (S),=+ 


1112. Calculer la dérivée de la fonction u=— In (x? + y? + 2?) 
au point M (1; 2; 1) dans la direction du vecteur r-==2i+ 4j + 4k. 


3 
. 73 ” 


Cos à = çcosf=sina— 


9 
1113. Calculer la valeur ct déterminer la direction du gradient 


de la fonction u= +, où, r=YV 1x2 + y? +72, au point M (x; Yo; Z). 


: ou 7 
Réponse. (+ > 4 


; 1 x 
Réponse. [gradu|y =, COS & = ——+., cosp=—1#, COS Ÿ — 
0 (3) 0 


20 2 3 3 
— | _m° ou ro = V 2 + + Zn 
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1114. Calculer la valeur et déterminer la direction du gradient 
de la fonction u = zxyz au point M(2; 1; 1). 


Réponse. | grad u |;; =3, cosa=—, cos fi = cos y = +. 


1115. Calculer la dérivée de la fonction u=+x+y++z 


dans la direction du vecteur 1—6i--3j—6k en un point arbitraire. 


z ôu 1 
Réponse. =" 
6. Dérivation des fonctions implicites. La dérivée d’une fonction implicite 
y = y (x) donnée par l'équation F (r, y) = 0, où F (z, y) est une fonction 
différentiable des variables z et y, peut être calculée d’ après la formule 


or 


à condition que = 0. 


Les dérivées d'ordre supérieur d’une fonction implicite peuvent être cal- 
culées en dérivant successivement la formule ci-dessus et en considérant, dans 
ce cas, y comme fonction de x. 

De même, les dérivées péroses d'une fonction implicite de deux variables 
z: = (x, y), ‘donnée par l'équation F (x, p z) = 0, où F(x, y, z) est une 
fonction différentiable des variables z, y et z, peuvent être calculées d’après 
les formules: 


0F oF 
CET 02 dy 
67  0F' ôy  0F 
FA FE 


à condition que _ À 0. 

1116. cos(x+y)+y—0. Calculer y’. 

Solution. Ici Æ'(x, y) = cos(x+y)+ty. Calculons = 
= —sin(r+y), _. = —sin(z+y) +1. Par conséquent, 


, — sin (x+ y) sin (x + y) 
1—sin(zy) 4Â1—sin(rx+y)" 


1117. y—siny=x. Calculer y’ et y”. 


Solution. On a F(x, y)—y—siny—x. Calculons = — 1, 
0F .o Y à ; 
— = | — = 2 2.2 À ? 
FT 1 — cos y sin* +, d'où l’on tire 
F— = 2 Y 
y = r = COscc 
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La dérivée seconde est égale à: 


y'=—.2 cosec + — cosec + -cotg +) y = 


= 1 & ÿ y 
= — 7 cosec 7" CO +. 


1118. z5— 3xryz — a. Calculer 5. LR 


Ôy 
Solution. Ici F(x, y, z)—z*—S3ryz—a*. Calculons 
Fr et oF 
ôy ôz 
oF oF 0F 
nr = — AU; on — 3x2, ——— 32 —3xy 
On a alors 
02 __ —3yz __  yz 
x 322 —3ry  22—1y ? 
Ôz __ —3zz _  xz 
y _ 322—3ry 22—xy 


1119. xyz—x<+y+z. Calculer dz. 
Solution. que on sait, de= dit dy ; c'est pour- 


quoi calculons d’ abord 2 US _ 


ri 
0 ni Ôz _ zz— À 
Ôx zy—1'  ôy  zy—1° 
Par conséquent, 
- — [(yz — 1) dx + (xz — 1) dy]. 
1120. 22+ y? + In (x? + y?) — a°. Calculer y’. 
Réponse. D 
1121. L+sin?=a. Calculer y”. 
y 


Réponse. mu 
1122. (xy — a)? + (xy —B}?=7r2. Calculer y’, y’. 


Réponse. y — — À, y = + ; 

1123. 2° + 2y5 — 2xy V 2xy + 1—0. Calculer y’. 
Réponse. — ETES La 

1124. In te + —2=a. Calculer y’. 


Réponse. _ . 


S 2] 
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1125. (x? + y? — br)? — a2(x2 + y2). Calculer y’ au point M (b: 


—p2 


5 a? 
Réponse. 5p5 52 : 


1126. 3 sin VE 2cos VE +10. Culcoiee ge 


; y 
Réponse. Fr: 


1127. _ In (x? + y?) — arctg © — (0. Calculer y’. 


Réponse. “T4, 
T—y 


1128. 22—x 214 4 71901 92=0. Calculer y. 


1 

2V In 2° 

1129. x+y—ext+v—0,. Calculer y’, y”. 
Réponse. y — —1, y”—0. 


Réponse. 


2 ôz ôz 

1130. x y—+z—e. Calculer & À 
Réponse Le 

P "” ôx z+y+z—1° 
1131. ES Calculer À, Le 

: 02 __  x?—yz Oz y? — x2 
Réponse. Da at nn ou: 
1132. t=2ln—. Calculer dz. 

: _ dx<+z/y dy 
Réponse. 6 res UT FAO 
1133. zsiny+ysinxz+zsinxz—a. Calculer Fr 
Réponse. CAES SE COU PARe 

y sin x 


4134. zy + xz+ yz = 1. Calculer dz. 


Réponse. dz — __Wtz)drt(chs)dy 


T+Y 
1135. xe! + ye* + ze* — a. Calculer =. 
Réponse. ee — —y—2—eV-*, 


Ôx 
k . : y Oz 
1136. z — x + arctg =. Calculer =" 
Réponse. 1. 


281 


b). 


282 CALCUL DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (CH. VII 


$ 3. Plan tangent et normale à une surface 


On appelle plan tangent à la surface en un point M le plan qui contient 
toutes les tangentes aux courbes tracées sur la surface et passant par le point M. 


On appelle normale à la surface la droite passant par le point de tangence M 
et perpendiculaire au plan tangent. 


Si la surface cest donnée par l'équation F (x, y, z) = 0, alors l'équation 
du plan tangent au point M (to; Yo; Zo) de la surface est de la forme 


0F ôF ôF 
Test (5), U—uo+ (5), @—20=0, 
où (+) (5) ; (+) sont les valeurs des dérivées partielles au 
0x ]M° Ôy /M 0z /M 
point M, alors que x, y, z sont les coordonnées courantes d’un point du plan 


Llangent. 
Les équations de la normale sont 


le he ee 
ôx /M 0y /M 0z }/ M 
Ici, zx, te sont les coordonnées courantes d’un point de la normale. 


Si l'équation de la surface est donnée sous forme explicite z = f (x, y), 
alors l'équation du plan tangent au point M (xo; yo: 20) est de la forme 


ôz ôz 
2—20= (= ). (œ— 70) + ( on | (y — yo) 
et les équations de la normale sont 


T8 fr)  —1 
Enr Gr 
1137. On donne la surface z = 2° — 2xy + y° — x + 2y con- 


tenant le point A (1; 1; 1). Former l'équation du plan tangent et 
les équations de la normale au point M. 


Solution. Calculons les dérivées partielles = 22 —2y— 1 
et = —22x+2y+2 et leurs valeurs au point M(1; 1; 1): 
Ôz Ôz 
(eu —1 (Se a = 
L'équation du plan tangent est : 


2—1= —(z—1)+2(y—1), ou z—2y+z—=0. 
Les équations de la normale sont : 


1138. Mener à la surface x? + 2y° + 3z° — 11 les plans tangents 
parallèles au plan x + y + z = 1. 
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Solution. lci, F (x, y,z) = x? + 2y? + 3z? — 11. Calculons 
les dérivées partielles : 


— = 2T, LLEES TA T = 63. 


De Ja condition de parallélisme du plan tangent et du plan 
0F/0xz __OF/0y  0F/0z x 2x y Gz 


D EE Car ET 
Après avoir ajouté à ces équations l'équation de la surface zx°?-- 
+ 2y? + 3z? — 11, on trouve les coordonnées des points de tangence : 


Mi(VE: V5, V5) et Mo (— —V6: FA na 
Par conséqueut, les plans tangents ont pour équations 
D Tr TR 
F v'6\.. V6\ _ 
1-(x +V6)+1-.(y+%) +4. (z +)=0, 


c'est-à-dire 


donné il s'ensuit que 


7 10 et sy ti 0. 


1139. Former les équations du plan tangent et de la normale 
à la surface z—1+22+y? au point M(1; 1; 3). 


z+y+i+ 


Réponse. 2x+2y—z=1, ee 1 

1140. Former les équations du plan tangent et de la normale à la 
surface 2° + y? — 7? = —1 au point M (2; 2; 3). 

Réponse. 2x +2y—3z2+1—0, in +, 


1141. Former les équations du plan tangent et de la normale 
à la surface z=]n(x?+y?) au point A7 (1 ; O0; O). 
? — 1 
Réponse. z2=2(x—1), =<— = — 


1142. Former les équations du plan tangent et de la normale à 


la surface z—sinxcosy au point M(+ sers 3): 


4 2 
en a 
Réponse. z—y—2z+1—0, += += + 


1143. Former les équations des plans tangents à la surface 
2° + 2y* + 32° = 21 et parallèles au plan x + 4y + 6z = 0. 

Réponse. x + 4y + 6z + 21 = 0. 

1144. Montrer que les plans tangents à la surface Vz+Vy+ 
+ z=YVa(a>0) déterminent sur les axes de coordonnées des 
segments dont la somme est constante. 
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1145. En quel point de l’ellipsoïde Lrhyz-t la normale 


à celui-ci forme des angles égaux avec les axes de coordonnées ? 


Réponse. r= ++, y= ++, = + 


1146. Montrer que — = Le si cosaæ, cos, 
Ôx cos Y’ dy cos y 


cosy sont les cosinus directeurs de la normale à la surface 
z= (x, y). 


$ 4. Extrémum d’une fonction de deux variables 
indépendantes 


1. Extrémum d’une fonction. On dit que la fonction z = f(x, y) a un 
mazimum (minimum) au point M, (ro: Yo) si la valeur de la fonction en ce point 
est plus grande (plus petite) que sa valeur en n’importe quel autre point M (zx; y) 
d’un certain voisinage du point M,, c’est-à-dire que f (x,, yo) > f (x, y) (res- 

ectivement f (xs, Yo) < f (x, y)) et ceci, pour tous les points M (x; y) vérifiant 
a condition M,M < 6, où & est un certain nombre (ne fût-ce que petit) positif. 

Le maximum ou le minimum d’une fonction est appelé son extrémum. Le 
point M, en lequel la fonction a un extrémum s'appelle point d'extrémum. 

Si une fonction différentiable z = f (x, y) atteint son extrémum au point 
Mo (to; Vo), alors ses dérivées partielles du premier ordre sont nulles en ce 
point, c'est-à-dire . 

Ôf (xo; Yo) 0 9j (xo, vo) _, 
ôzx ; ôy 


(conditions nécessaires d’extrémum). 

Les points en lesquels les dérivées partielles sont nulles s'appellent points 
ee Tout point stationnaire n est pas nécessairement un point d’ex- 
trèemum. 

Soit Mo (to; Yo) un point stationnaire de la fonction z = f(x, y). Dési- 
gnons: 


__ ®f(xo, ÿo) _ ®2f (zo, Yo) __ @?f (xo, yo) 
dE D ôr y ee Ôy2 


et formons le discriminant À = AC — B*. Alors: 

si À > 0, la fonction a un extrémum au point M,, plus précisément un 
maximum pour À < 0 (ou C < 0) et un minimum pour À > 0 (ou C > DE 

si A <0,il n'y a pas d’extrémum au point M, (conditions su 
fisantes de présence ou d'absence d'extrémum); 

. À = 0, il convient de procéder à une étude plus approfondie (cas dou- 
teux). 


1147. Trouver l'extrémum de la fonction 
2 = LL + xy + y* — 3x — Gy. 


Solution. 1) Calculons les dérivées partielles premières 
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2) En utilisant les conditions nécessaires d’extrémum, on trouve 
les points stationnaires : 


2z+y—3—0, 
z+2y—6—0, 
d'où z=0,y—=3; M (0;3). 
3) Calculons les dérivées partielles secondes au point M: 


Ô2z 02z 02z 
3 — 2 ge = 2 Ôx ôy 41 


et formons le discriminant 
A=AC—B-929—1—-3>0; A >0. 


Par conséquent, la fonction donnée a un minimum au point M (0; 3). 
La valeur de ce minimum est Znin = —. 
1148. Trouver l'extrémum de la fonction 


2= + oy+ (47 —y) (5+2). 


Solution. 1) Calculons les dérivées partielles premières 


ôz 1 2 47 
D DT so ra 
ôz 1 { 47 
We 20 DIT 4 


2) En utilisant les conditions nécessaires d’extrémum, on trouve 
les points stationnaires : 


1 2 47 
en Un et 
x + Gy — 141. 


D'où x = 21, y — 20; point stationnaire M (21; 20). 
3) Calculons les dérivées secondes au point M: 


Ps __2 1 Es 1 
Alors 
amac-m(—4)(—5)-( #50 


Etant donné que À << 0, la fonction a un maximum au point 
M (21 ; 20): 


mex = 7 21-20 + (47— 21 —20) (+ À) — 282. 
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1149. Trouver l’extrémum de la fonction z = xy* (1 — x — y). 
Réponse. Znax = ï s 


1150. Trouver l’extrémum de la fonction z = 2° + y — 15 xy. 


Réponse. Zmin = —129. : 
1151. Trouver l'extrémum de la fonction 2 = 4 — (r° + y?}3. 
Réponse. Zmax = 4. 

1152. Trouver l’extrémum de la fonction z = (x? + y?) e-(?+v7) — 

— (2? + y). 

Réponse. Zmin = 0 
1153. Trouver l’extrémum de la fonction 


2=V@—D (ay +y—a). 
V3 


£ 2 
Réponse. Zmax =—g— POUr T=y= 70. 


2. Extrémum lié. La plus grande et la plus petite valeur d’une fonction: 
dans un domaine fermé. On appelle extrémum lié d'une fonction : = f (x, y} 
l'extrémum que cette fonction atteint à condition que les variables x et y soient 
liées par l'équation ® (x, y) — 0 (équation de liaison). 

La recherche d’un extrémum lié peut être ramenée à l'étude de l’extrémum 
ordinaire de l’ainsi dite fonction de Lagrange: 


U — 1 (æ; y) + \p (x, y); 


où À est un facteur constant indéterminé. 
Les conditions nécessaires d'extrémum sont :: 


Gr on pe 
ou. = 0), 4; 00 
ôy y ôy 

p (x, y) =0. 


De ce système des trois équations on peut trouver les inconnues x, y et À. 
Pour déterminer La plus grande et la plus petite valeur d’une fonction dans 


un domaine fermé, il faut: 
1) trouver les points stationnaires situés dans le domaine donné ct calculer 


les valeurs de la fonction en ces points; 
2) déterminer les plus grandes et les plus petites valeurs de la fonction 


sur les lignes formant la frontière du domaine; 
3) choisir la plus grande et la plus petite valeur de toutes les valeurs 


trouvées. 
1154. Trouver l’extrémum de la fonction z = xy à condition que 
zx et y soient liés par l'équation 2x + 3y — 5 = 0. 
Solution. Examinons la fonction de Lagrange u = xy + 
+ À (2x + 3y — 5). On a 


ou 
7 —=Y+ 2, 
LR | | 
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En résolvant le système d'équations (conditions nécessaires. 
d'extrémum) 


y+21=0, 
z+3ài=0, 
2x + 7. 5=0, 
on trouve À — 2, z=>, y=i . Il est aisé de voir qu'au point. 
(i : +) la fonction z— xy atteint sa plus grande valeur zx = D. 


1155. Déterminer parmi les triangles rectangles d’aire S donnée 
celui dont l’hypoténuse est minimum. 

Solution. Soient x et y les côtés d'un triangle et z son hy- 
poténuse. Etant donné que 2° = x° + y°, le problème se ramène 
à la détermination de la plus petite valeur de as fonction z° + y° 
à condition que x et y soient liés par l'équation “£ 5 = = S, c'est-à-dire: 
que zy — 28 = 0. Examinons la fonction u = x? + y° + À (xy—28) 
et calculons ses dérivées partielles 


À = 2x + AY, _ — 2y + x. 


Etant donné que x > 0, y > 0, du système d'équations 


2x + y = 0, 
2y+Az=0, 
Ty 

HS 


on obtient la solution x = y = V2S, À = —2. 

Ainsi, l'hypoténuse a la plus petite valeur si les côtés du triangle 
sont égaux. 

1156. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction z — z° + y? dans le cercle (x — VW 2)? + (y — V2? <9 

Solution. On examine ici le domaine D borné par la cir- 
conférence (x — Y 2)? + (y — V2} —=9, y compris les points de 
cette circonférence. 

Trouvons les points stationnaires de la fonction 2 = 2° + 1j°: 
= — — 2x, SE = 2y. Tenant compte des conditions nécessaires d’ex- 
trémum, on trouve x — 0, y = 0. 

Il est risé de voir qu’au point (0; 0) la fonction z = 2° + y” 
a sa plus petite valeur 2,.,.,. = 0. Dans ces conditions, ledit 
point est un point intérieur au domaine D. Cherchons l’exitrémum 
lié de la fonction z = x° + y* si x et y sont liés par la. relation 


&— V2} + (y —V2ÿ = 9. 
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Examinons la fonction 
u= 2 + HA (x — V2) + (y — V2) — 91. 


Calculons les dérivées partielles 
= 2z+2N(x—V2), = 2y +20 V2). 
Afin de déterminer x, y et À, on élablit le système d'équations 
z+A(zx—V2)=0, 
(&—V 2) +(y—Vv 2) =9. 
‘Ce système possède deux solutions : 
r=y= V2, = — 2 et 225; 
5 1 
T=y= — L£, À= —" et z= 1. 
Par conséquent, la fonction prend la plus grande valeur au point 
(5 Va V2) de la circonférence. 
Donc, 2h.p.v. = 0, 2p.g.v. = 25. 
1157. Trouver l’extrémum de la fonction z = 2° + y* si x et y 
sont liés par l'équation + 5 = 


> 144 ; 30 48 
Réponse. Zmin= au point (%: ) ; 

1158. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction z = x? — xy + y? — 4x dans le domaine fermé, borné 
par les droites x — 0, y = 0, 2x + 3y — 12 = 0. 

Réponse. Zp.p.v. —= —*, Zp.g.v. — 16. 

1159. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction z = xy + x + y dans le rectangle borné par les droites 

= 1, z=2,y = 2, y = 3. 

Réponse. 25.p.v. = 9: Z2p.g.v. = 11. 

1160. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction z — xy dans le cercle x? + y? < 1. 

, 1 1 

Réponse. Zp.p.v. = — 5: 2p.g.v. — 5: 

1161. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction z = x? + 3y? + x — y dans le triangle borné par les 
droites z=1, y—=1, zx +y= . 

Réponse. 2p.p.v. = 1, Zp.g.v. — 
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1162. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction z = À — x? — y? dans le cercle (x — 1}? + (y — 1} < 1. 


Réponse 2p.p.v. = —2(V2+1)=—24,8, 
Zp.g.v. =2(V2—1) = 0,8. 


1163. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction : — sin x + sin y + sin (x + y) dans le domaine 0 << x < 


LT. 0<V<T. 


Réponse. 2p.pev. =0; 3p.g.v. = 


313 
D + 
1164. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction z — sin x + sin y + cos (x + y) dans le domaine 0 << 
<i<T, 0<I<T. 
3 


Réponse. 2p.p.v. = —3 Si T=y=T 
Zp.c Le si x — = in. 


1165. Déterminer la plus petite et la plus grande valeur de la 
fonction z = cos y cos (x + y) dans le domaine 0 Lr<nr, 0< 
LY LT. 

1 


Réponse. Zp.p.v. = — 55 Zp.e.v. = À. 


1166. Déterminer parmi tous les triangles inscrits dans un cercle 
celui dont l'aire est maximum. 

Réponse. Le triangle équilatéral. 

1167. Déterminer parmi tous les triangles de périmètre donné 
celui dont l'aire est maximum. 

Réponse. Le triangle équilatéral. 

1168. Déterminer parmi tous les rectangles d’aire S donnée 
celui dont le re a la plus petite valeur. 

Réponse. Pp.p.v. = 4VS (c'est un carré). 

1169. Déterminer les cotes d’un parallélépipède rectangle d'’aire 
totale S donnée dont le volume est maximum. 


Réponse. T—=Y—=2z, Vinax =: se . 
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CHAPITRE VIII 


INTÉGRALES INDÉFINIES 


$ 1. Intégration directe. 
Changement de variable et intégration par parties 


1. Intégration directe. On dit que la fonction F (x) est la primitive d’une 
fonction f (r) si l’on a l'égalité F° (x) = f (x), ou dF (x) = f (x) dx. 

Si la fonction f (x) admet une primitive F (x), elle en admet alors une infi- 
nité, toutes ces primitives étant données par l'expression F (x) + C, où C est 
une constante. 

On appelle intégrale indéfinie de la fonction f (r) (ou de l'expression f (x) dx) 
l’ensemble de toutes ses primitives. 

On note alors: 


À 5 de = F (0 + C: 

Ici, | est le signe d'intégration; f (x), la fonction sous le signe d'inté- 
gration ou fonction à intégrer; f (x) dr, l'expression sous le signe d'intégration ; 
zx, la variable d'intégration. | , 

La recherche de l'intégrale indéfinic est appelée intégration de la fonction. 


Propriétés de l’intégrale indéfinie 
{i@de) = (0. 
ECDErCE 


[ 


dix =F()+c. 


L 
. d 
‘] 
4. a (x) dr = a | 5 dr, où a est une constante. 
| 


O1 


[1 (x) Æ fo (x)) dx = | f1 (x) dx + { fo (x) dr. 
6. Si Ê #G@ de = F (0) + Cet u = q(x), alors | Fu) du PO) Ce: 


Table d’intégrales types 


I. | d=s+c. 
le Er pour m = —1. 


Ill. [Æ=misitc. 
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dx 
IV. | Gien OBS ARCOR Per 


V. | Æ. = arcsin z+ C—= —arccos z—+ Ci. 


VI. | ex dr=eX+c. 


x sue 

VII. E dr = Tr +C. 

VIII. | sin x de= —cos2+C. 
IX. [cos x dr=sinr+ C. 

X. | sec2 dre +c. 

XI. | cosec? x dx = —cotgr+cC. 


XII. | shzxdrz=—chz+c. 


dz 


XIV. | 5 


XIII. | ch z dx = sh rc. 
| =thz+c. 


d 
XV. | = —cthz+C. 
1170. Calculer l'intégrale | (2x — 522 + 7r—3) dr. 
Solution. En appliquant les propriétés 4 et 5, on obtient 
Î (225— 522 + 7r—3)dr = 2 | 2° dr —5 | dr +7 | x dx —3 | dx. 


On applique aux trois premières intégrales du deuxième membre 
la formule II et à la quatrième intégrale, la formule I: 


| (2x5 — 5224 7x—3)dr=2. 5 ET EE Ir C= 


1171. Calculer l'intégrale | (Vz+ =) de. 
Solution. Ona ' 


5 
| (Vz +)" dr | fete+4) dx — 
ES 3 3 


19% 
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= | Éhoe 5) dx — | xzdx+2 afdr+ | a = 


7 1 
6 3 2 = ”_ 

= pe LE rc St ir)z+8ÿ/z+C. 
F5 3 


1172. Calculer l'intégrale | 2°.32*.5% dx. 
Solution. On a 


| 25.92, 58% Qr — | (232.55) dr — | 2250° dx = es + Ce 


La propriété 6 permet d'élargir dans une bonne mesure la table d’intégrales 
types par la méthode d'introduction de La fonction sous le signe de différentiation. 
1 
1173. Calculer l'intégrale | (1 + 2°)? x dx. 


Solution. Cette intégrale peut être ramenée à la formule II, 
en la transformant comme suit: 


1 
2 


1 1 
| (1+ 22)? x dr = z | (1+ x?) 2x dr — 7) (A+ zx2)2.d(1 + 2°). 


Maintenant, en tant que variable d'intégration on a l’expres- 
sion 4 + x* et on obtient, par rapport à cette variable, une intégrale 
d’une fonction puissance. 

Par conséquent, 

1 


1 Ph 3 
| A+aerdr= ss D c++ C. 
ST 
1174. Calculer l'intégrale | (x? — 37 + 1)0.(2x — 3) dr. 


Solution. Dans ce cas, en opérant de même que dans l’exem- 
ple précédent, on a 


Î (a2— 3741) d(a2— 3x4 1)= (22 — Br + AC. 


1175. Calculer l'intégrale | (ln #).€ 


Solution. L'expression Ê peut être écrite sous la forme 
d (Int), d’où il vient 
| (ln #)5.d (In #)= + (In#)5+C. 
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1176. Calculer l'intégrale À e3cos x .sin x x. | 
Solution. L'intégrale donnée peut être ramenée à la forme: 


| ed c08x. sin x dr = + | e3cosx.3 sin x dx, 
mais 
3sinxdr— —d(3cosx), 
d'où il vient 
| eiCoS=, sin 2: dr — + | eicosx.4(3 cos x), 


c'est-à-dire que la variable d'intégration est 3 cos x. Par consé- 
quent, on déduit l'intégrale de la formule VI: 


| es Cox. sin x dr = _— | escosx LC, 


1177. Calculer l'intégrale | (2 sin x +3 cos x) dx. 
Solution. On trouve 


| (2 sin x + 3cos x) dr = 2 | sin x dx + 3 | .cos dr = 
= —2cosx+3sinr+C 
(voir les formules VIII et IX). 


1178. Calculer l'intégrale | (tg x + cotg x)* dx. 
Solution. On a 


| (tg x + cotg x)? dr — | (tg? x + 2cotg x-tg x + cote? x) dx — 
— | (tg? x + 1+1+cotg* x) dx = | (tg° x + 1) dz+ | (1 + cotg* x) dr 
= | sec? x dx + | cosec? x dx = tg x —cotg x + C 


(voir les formules X et XI). 
Calculer les intégrales : 


1179. | zVzde. 
Réponse. La.Vz+c. 
1180. | 


. 
Réponse. a x LC. 
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1181. | NE dr 
— 


Réponse. 2 arcsin z— x +4-C. 
2— x 

1182. | FE dr. 
Réponse. arctgz+2—%+C. 
1183. | e%%.3%.dx. 

L ex. 3x 
Réponse. AS rERRS 
1184. | tezdz. 
Réponse. tgr—zx+cC. 
1185. | (sn x — sin x) dx. 
Réponse. chz+cosz+C. 

= 4 \2 

1186. j(Vr--x) dx. 


rè 


Réponse. ——2z+In|x|+C. 


2 


1187. | (2igx+3cotgr) dr. 


v 


Réponse. 4tgz—9cotgr—r+C: 


1188. | zcos (x?) dx. 
Réponse. Zsin (x?) + C. 
1189. | 


z-Inz° 


Réponse. In|Inx|-+-C. 

1190. L (a+ 0 dr. 
Réponse. a (a+ NE C. 
1191. | Vsinz.cos x dr. 
Réponse. £sinz-Vsnz+C. 
1192. | sin (a + bx) dx. 
Réponse. — T cos (a+ bx)+C. 


(CH. VIII 
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1193. | cos (sin x)-cos x dx. 
Réponse. sin (sin x) +C. 


2. Changement de variable dans une intégrale indéfinie. Le changement de 
variable dans une intégrale indéfinie s'effectue à l’aide des substitutions de 
deux types. 

1) x = @ (t)}, où œ (4) est une fonction monotone, continüment dérivable 
d’une nouvelle variable t. Dans ce cas, la formule de changement de variable 
est : 


| #6 dx = | #17 9] p (0) dt; 


2) u = 1 (x), où « est une nouvelle variable. Un tel changement exige 
l'emploi de !a formule: 


| f {4 (x)l4" (x) dr = | f (u) du. 


1194. Calculer l'intégrale | LS dx. 
T 
Solution. Faisons la substitution t — Ÿ'z, c'est-à-dire x — 
— t, Cette substitution permet d’obienir sous le symbole «sin» 
la variable d'intégration au lieu de son radical. Calculons la dif- 
férentielle dx — 3t* dt. D'où l’on tire 


. 3 Re 
[dr | at = 3 | sintdt= —3cost+C. 


LÉ z2 e t- 

La réponse doit être exprimée avec l’emploi de l’ancienne varia- 
ble x. En substituant dans le résultat d'intégration { — x, on 
obtient 

PE a 
SIN} TZ 3/ 
| 57 dr = — 3 cos Ÿ x+C. 


1195. Calculer l'intégrale | (2x + 1)°9 dx. 


Solution. On peut calculer cette intégrale sans effectuer ie 
changement de variable. Il suffit là de développer l'expression 
(2x + 1) suivant la formule du binôme de Newton et d'appliquer 
l'intégration terme à terme. Toutefois, cette méthode nécessite des 
calculs encombrants. A l’aide d’un changement de variable, on 


arrive à ramener directement l'intégrale donnée à une intégrale 
type. 


Posons 2x + 1—1. On a alors 2dx—dt, c'est-à-dire dr = dt. 
D'où l'on tire 


| Cz+idr= | des rt C = (2 +1) +C. 
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D'une manière générale, si l’intégrale \ Î (x) dx est une intégrale type, alors 


| f (ax + b) dx peut être aisément calculée par la substitution ar + b = t. 
Par exemple, appliquons cette substitution à l'intégrale 


{ sin (ax + b) dz. 
On aaxr+b=t, a dr = dt et dx = at. Par conséquent, 


| sin (ax + b) d= | sin 1. À =? | sin t? dt = cost+c. 


En reprenant l’ancienne variable, on obtient 
| node + cet ec 
D'une façon identique, on peut montrer que 
| cos(ax + b) dr sin (ax+b)+c, 


| eaxtbgz="l .eaxtbt C, 
etc. ' 
En calculant l'intégrale | f (ax + b) dr, on est autorisé à ne pas écrire 
la substitution elle-même ar + b = t. Là,-il suffit de prendre en considération 


que dx = La (az + b). Donc, 


| f(az+b)d= À F (az+b)+C, 
où F est la primitive de f. 
1196. Calculer l'intégrale | r°.V 28 +5 dx. 
Solution. Posons V 2° + 5 = t. Alors x° + 5 = {*. En dif- 
férentiant les deux membres de l'équation, on trouve: 3zx° dx — 
— + dt. D'où l’on tire 1° dr — £ t dt et, par conséquent, 


Î Va +5dr=— | VA ES 2? dx = | DATES | E dt = 
= 1640-25 (Vr +5) +C=$ (#45) +54. 


L'intégrale donnée peut être aussi calculée à l’aide de la substi- 
tution 2° + 5 = é. 

Cette substitution ramène immédiatement l'intégrale donnée 
à une intégrale type du fait que le premier facteur (x?) de l’expression 
sous le signe d'intégration ne se distingue de la dérivée de l’expres- 
sion sous le radical (1° + 5) que par la présence du facteur constant 


, c'est-à-dire 2? = + (a + 5). 
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D'une façon générale, si la fonction sous le signe d'intégration est le pro- 
duit de deux facteurs dont l’un dépend d’une fonction 1 ci: alors que l’autre 
est la dérivée dep fl (x) (à un facteur constant près), il est bon d’effectuer un chan- 
gement de variable suivant la formule 1 (x) = t. 

1197. Calculer l'intégrale 

Solution. Ecrivons l'intégrale donnée sous la forme 


| (2 In x + 3} dx. Etant donné que la dérivée de l'expression 


(2 In x +3)3 de 
z 


2 In x + 3 est égale à £ et le second facteur £ ne se distingue de 
cette dérivée que par le coefficient constant 2, il faut alors DRQUer 
la substitution 2 1n x + 3 — ft. On a alors 2- & = dt, = — _ dt. 
Par conséquent, 


| @mr+8y.Æ Ee(s. Jd=s(ra=ittc= 
=+(2Inx+ 3) +C. 
1198. Calculer l'intégrale | PQ qy. 


Solution. Posons f(r)=t. On a alors 


f(pdr=at et | re de= | Einfs+C=im (IC. 


Ainsi, 


[LE dr= in f(2)1+C. 


Par exemple, 


z dx 1 2x dr 
jrs) rez mat+i)+c. 


Ici, on n'’écrit pas le signe de module, car 22+1>>0. 
1199. Calculer l'intégrale | 24 
é VFG) 


Solution. Posons f(x) —t. On a alors f’(x)dx —dt et 
1 


VF) Vi 


Remarquons que l'intégrale donnée aurait pu être calculée à l’aide 
de la substitution V f (x) = t. 
1200. Calculer l'intégrale | LÉ si a 0. 


Solution. Pour ramener |’ intégrale donnée à une intégrale 
type (voir la formule IV de la table d'intégrales types), divisons 


; _ 1 2 = = 
jar [= (rit +c-2Vr+C=-2VFG+C. 
2 


298 INTÉGRALES INDÉFINIES (CH. VIII 


le numérateur et le dénominateur de l'expression sous le signe somme 
9 
par a*: 


Se CT Ci 


, ; { : 
Nous avons introduit le facteur constant — sous le signe de 


“ «(9 
EE | , a? _{ a 
+ 


. ° : L V7 T . 
différentialion. En considérant — comme la nouvelle variable, on 
obtient 


dr 1 x 
| Le —= rarctg a C. 


Nous aurions obtenu le même résultat à l'aide de la substitution 
zx = alt. 


1201. Calculer l'intégrale Ee— lorsque a > 0. 
as — ZT 
Solution. En divisant le numérateur et le dénominateur 
par «a. on obtient 
Le d (=) 


a 


RE EE 


0 Ld TL à Q 
En considérant — comme une nouvelle variable, on a alors 


d SU. 
| — — = arcsin + -+C. 


V a2— x? 


Par exemple, 


= | _ — _ aresin —2— +C=— 
RATES 
= 77 aresin a +C. 


Complétons maintenant la lable d’intégrales types par les for- 
mules suivantes : 


XVI. { = dx=Inl|f(x)l+C. 


l'@ ne op FR. 
XVII. | FE dr=2Vf(@--C. 
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XVIII. | = —arctg £+C. 


2+ 


dx 1 T—a 
XIX. Em z+a LC. 
dx , 
XX. [7e = aresin + +. 


- dx _ PORTES 
XXI. | VV =In|x+Vzæ+al+c. 


XXII. | EURE —In|cosecz—cotgz|+cC. 


XXIIT. | & -=hlig($++)]=misez+tigzl+c. 


COS zx 


XXIV. | tgxzdr=—In|cosx|+C. 


XX V. | cotgzdxz—In|sinx|+cC. 


IL faut connaître par cœur les formules I à X XV, car le plus grand 
nombre d'’intégrales utilisées dans la pratique sont ramenées à des 
intégrales que l’on prend d’après ces formules. 


1202. Calculer l'intégrale | Er 
T LT — 


Solution. Posons V21—9=t, alors 2r—9—1#?, 7 +9 
et dr =tdt. On a donc 


Î dx =(.# t dt =2. | dt 
zV 2-9 er t2+9° 


En appliquant la formule XVIII, on obtient 


| TE - +arctg + : + C= + arctg VE Ve +C. 
1203. Calculer l'intégrale EE 
V/3—cosi x 

Solution. Posons cos x—t, alors —2coszx-sin x dx = dt, 

c'est-à-dire sin 2x dx = —dt, et | er — | — | 
V/3— cost x J Ver 
D'après la formule XX, on trouve SN Gr — arcsin —— 
V/3— cost x V3 


+C—= —arcsin —— 00 +C. 
V3 


1204. Calculer l'intégrale | (2 sin +- D 3) COS + dt. RTS 
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Solution. Posons 2sin—+3=t, alors cos — dx = dt et, par 


conséquent, 
| PRE MR | Bdt=-#+C— 
= = (2sn5+3)" 4-0, 
2 dr 


ET 


Solution. Posons 25=1, alors 5zx"dx= dt, ri dx = + dé et 


| - Le | 2 ==Inft+YÆ—2|LC (voir la formule 


1205. Calculer l'intégrale 


V/x10—2 V'2—2 
XXI). Ainsi, 
id 
ue =File+Va-2l+c 
1206. Calculer l'intégrale | TE 


Solution. En transformant le dénominateur de la fraction, 


ÿ z dx 2 Le _… 4 * 
on a las Posons 2414, alors tdx=- di. D'où 
x dx 1 dt “1 î1 

fase fat s res +0 


(voir la formule XVIIT). Aïnsi, 


x dx _ 1 CRE | 
| AT TES = 4 Ars —— LC. 


1207. Calculer l'intégrale | Hd. 


Solution. Posons e**—1, alors e dx = + di et 


(nue dt _1,_1 +=V5|,6c 
xD 2 JP—5 2 27/5 +75 
(nous avons appliqué là formule XIX). 
Ainsi, 
ex dx e2x— 71/5 
= —— ln ne pe C. 
| ES 41/5 e2x+ 1/5 + 


k s 2x 
1208. Calculer l'intégrale | TS 
Solution. En effectuant la même substitution que dans le 
cas précédent, on obtient 


 exadz _1 dt 1 t 1 
Je AE REUE arctg rs +C=- — arctg < 
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1209. Calculer l'intégrale | sy rteu dz. 
LT: TL 
Solution. En posant Vr=t,, xæ—t, dx—tdt, on 
obtient 


sin V'z+ cos Vz (sin {+ cos t)-2t sin t<+cosf 
V/x-sin2 V x t.sin 2t siné-cosé 


— | ts) dt=In|tg (+++) |+in 


cost sint 
(voir les formules XXII et XXIIT). 
En revenant à l'ancienne variable, on a 
(sin V'z+ cos V7) V'z Ta z 
— © dx = —— + (g——— 
Î V/x-sin2V/z In|te | 2 +#)[+) 872 
Calculer les intégrales : 
eVEt 
V/2z—1 
Réponse. eV?2*-1+0C. 


1211. | x (1— 2x“) dx. 


EC 


t 


+ C. 


dx. 


1210. | 


Réponse. 5 (A—2#) + C. 
1212. | sin (2— 3x) dx. 
Réponse. + cos (2— 3x) +C. 
1213. | æ.ch (522 +3) dx. 
Réponse. —-sh (5224 3)+C. 
1214 | 2 

(+1) Vz 
Réponse. 2 arctg V x+C. 

3 

1215. | x (22 +1) dr. 


5 
Réponse. = (x2+41}241c. 


1216. | FE. 


Réponse. +mfæ#—1 |+C. 
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x dr 
1217. | DE É 


Réponse. —in [æ+Vz—1|+c. 


fsin 4x dx 
1218. | cos 2x + 4 ° 


Réponse. — _ arctg So 2 +C. 


dx 
1219. ue 
Less 
1220. ERNES à : 


Indication. Présenter l'intégrale sous forme d’une somme 
d'intégrales. 


Réponse. 1n | z+V2+7 | <- arcsin PE + C 
"  _eX*/2dx 

1221. | FR 
Réponse. 2 arcsin D + C. 

x? dx 
1222. | PS 
Réponse. — V2 35 +0. 
1223. | er dx. 


Réponse. —5V 3—21?-+3 arcsin DE: LC. 


| dx 
224. | er 


Réponse. . arCtg 


1225. | FRS | 


= arcte | y 2)+ 
1226. | Ver dx. 


Réponse. 2V 35+5+V5ln 


Réponse. 272 


VF V5 


vassal 


pa 
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3. Intégration par parties. On appelle intégration par parties la recherche de 
l'intégrale d’après la formule 


{ u-dv = uv — { v.du, 
où u = @ (x), u = 1) (x) sont des fonctions dérivables. 
On utilise l’intégration par parties, par exemple, pour l'intégration de 
certaines fonctions transcendantes (In x, arcsin x, arctg x), ainsi que des pro- 
duits de fonctions algébriques et transcendantes. 


1227. Calculer l'intégrale [In x de. 


Solution. En comparant l'intégrale donnée au premier 
membre de la formule d’intégration par parties, posons uw = In x, 
dv = dx. Alors v — x, du — — 

En appliquant la formule d'intégration par parties, on obtient 

| Inxdz=—zxlnz— | zÆ=znz— | dx = 
—=2zinxz—x+C—-x(Inrx—1)+c. 


Remarquons que le résultat ne changera pas si, pour le calcul de 
v à partir de l'égalité du = dx, on pose 


v=xz+C.. 
Dans ce cas, on aura: 
| Inxdxz=—(xz+Ci)lnx— | (+ C,) € = 
=(z+C;)Inz—-rz—-Clnzx+C—zx(Inxz—1)+0c, 
c'est-à-dire on obtient le résultat précédent. 
1228. Calculer l'intégrale | arctg x dx. 


Solution. Posons u = arctg x, du — dx, alors du — _— 


1x2? 
v = x. En appliquant la formule d'intégration par parties, on a 


| arctg x dx = x arctg x — | LE = zrarctgz—} In(1+zx2)+c. 


1229. Calculer l'intégrale | x-sin x dx. 


Solution. Posons u — zx, dv — sinxdx. Alors du = dx, 
— —çcos z. D'où 


| xz-sin x dx = — x Cos x + | cos x dx = —zx.cosx<+sin z +C. 


Si nous avions choisi les valeurs de et de dv d'une autre maniè- 
re, précisément u — sin z, dv = x dx, nous aurions obtenu du — 
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; ; { 
| xsintxzdt——-1*"sin tr — | 3 4 -cos x dx = 


: 4 
= — 22.sin T——+ | z?.Cos x dx 


et nous aurions donc abouti à une intégrale plus compliquée que 
celle de départ, car on voit que la puissance du facteur de la fonction 
trigonométrique a augmenté d’une unité. 


D'une façon générale, et dans bien des cas, il est recommandé de remplacer 
par du les expressions facilement intégrables telles que e* dx, sin x dx, cos x dx, 
sec? x dr, etc., le facteur de ces expressions devant être remplacé par u. Si l’ex- 
pression sous le signe d’intégration comprend, en tant que facteur, des fonc- 
tions telles que In x, arcsin x, arctg x, etc., dont les intégrales ne figurent pas 
sur la table d’intégrales types, alors, dans la plupart des cas, il y a avantage 
de remplacer ces fonctions par u. 


1230. Calculer l'intégrale | x?e* dx. 


Solution. Posons u = 2°, dv = e* dx, alors du = 2x dx, 
De" 
Appliquons la formule d'intégration par parties: 


_ 


| x?e*. dx — x?e* — 2 | ze” dx. 

Nous sommes parvenus à diminuer la puissance de x d’une unité. 
Pour trouver | ze” dx, reprenons encore une fois l'intégration par 
parties. Posons u = x, dv = e* dx, alors du — dx, v = e* et 

| xte” dx = re" — 2 (ze — | e* dx) = 1°e" — 2re” + 
+ 2e +C—=e"(x?—2x+2)+0C. 


1231. Calculer l'intégrale | e*-sin x dx. 


Solution. Posons u = e*, dv = sin x dx, alors du = e* dx, 
v — —cos x. Par conséquent, 


| e*.sin x dx = —e*.cos x + | e*.cos x dx. 
On a l'impression que l'intégration par parties n’a pas réussi, 
car l'intégrale n’a pas été simplifiée. Essayons tout de même de 


revenir sur l'intégration par parties. Posons u = e*, dv = cos x dx, 
d'où du = e* dx, v = sin x, et l’on obtient 


| e*.sin zdx = —e*.cos x + (e%.sin x — | e*-sin x dx) k 
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c'est-à-dire, 
| e*.-sinxzdz = —e*.cos x +e*.sin x — | e*.sin x dx. 


Après avoir appliqué à deux reprises l'opération d'intégration 
par parties, nous avons de nouveau reçu dans le deuxième membre 
l'intégrale de départ. Ainsi, nous arrivons à l'équation à une in- 


connue e*.sin x dx. Portons celle-ci dans le premier membre: 
2 | e*.sinxz dr = —e*cosxz—+e*.sinzx, 
d'où l’on tire 
: ex |. 
| e*-sin x dr = (sin x —cos x) +C. 


Dans le résultat final, à la primitive trouvée de la fonction nous 
avons ajouté une constante arbitraire. 


1232. Calculer l'intégrale | Va — 2 dx si a > 0. 


Solution. Posons u = Va? — x°?, dv = dx, d'où vient que 


du — no. v—zx. Alors 


V/a2—72 
(Vars Van | ie 


Va 


en 230 2 ——— 
a*—1*—0a 
=x.V 1 | —— dr=xV 1 — 


V'a2— 2x2 


— | V a — x? dx + a? -arcsin . 


2 | V'a—rdr=2V a x12+ 0? arcsinæ, 
ou 
RE —— 2 
| Va dr=+ 2 V a+ aresin L+C. 


1233. Etablir la formule de récurrence pour l'intégrale 


dx 
(z2+ a2)n " | : 
Solution. L'intégrale donnée peut être transformée comme suit : 
dx ci a?Lrè— 72 _ 
în = | (22+a2)n 7 a2 | (x2+ 42) = 


+ | dx + | zex dx _ 
— a? (x2 + a2)n-1 a (x2 + a2yn Free 
1 I 1 x dr 
= rar | 2e 
20—01673 
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Te , alors du =- dx, 
4 4 


1 -n 
= 3 | Hand (+) are 


Posons u—zx, dv — 


d'où 


_ 1 dz 


| 1 z 
Dehait + 2 (n—1) ar. 


ou 
1 


LE CE Le ICE 


c'est-à-dire, 


En posant nr — 2, on obtient la valeur Fe doute I, à partir 
des fonctions élémentaires. En posant ensuite n = 3, trouvons la 
valeur de l'intégrale Z, (c’est que la valeur de l'intégrale I, est 
connue). Ainsi, on peut trouver 7, pour tout entier positif 7. 


1234. | zns de. 

Réponse. cs (2Inxz—1)+c. : 

1235. [ arcsin x dr. 

Réponse. xz-arcsin x+W1—z2+cC. 

1236. | x?.arctg x dx. 

Réponse. Z arctg z— ire In (x2+1)+0C. 
1237. | (z+1)e*-dz. 


Indication. Poser u=zxz+1. 
Réponse. xe*+cC. 


1238. | r2.sin x dx. 

Réponse. — 2?.cos x +2r-sinx +2cosz+C. 
1239. | 25.6 dr. 

Indication. Poser z?—t. 

Réponse. s ex (ai —222+2)+C. 


1240, | (224254 3)cos raz. 
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Indication. Poser u—2?+2x+3. 
Réponse. (r+1)sintz+2(x+1)cosx +cC. 


1241. | e*.Cos x dx. 


Réponse. = (sin x 2 cos x) +C. 


1242. | sin(In x) dr. 

Réponse. + (sin 1…n x—cos In x) + C. 
1248. | siny/zdx. 
Indication. Poser Vr—t. 


Réponse. —2Vx.cos V x+2 sinV z+C. 


$ 2. Intégration des fractions rationnelles 


1. Intégration des fractions élémentaires. On appelle fraction rationnelle 
une fraction de la forme 


_. , Où P (x) et Q (x) sont des polynômes. On dit 
que la fraction rationnelle est propre lorsque le degré du polynôme P (x) est 
inférieur à celui du polynôme Q (x). Dans le cas contraire on dit qu’elle est 
impropre. 

On appelle fractions élémentaires les fractions propres de la forme: 


EL EU 
T—a 
II À ci est un entier supérieur à l'unité 
G—an" m es ier sup é. 
Az + B « p? ? Li] Li e A 
III. pra où 7 —1<0, c'est-à-dire le trinôme du second 


degré z2+ pr+q n’a pas de racines réelles. 


IV. nn où n est un entier supérieur à l'unité et le tri- 


nôme du second degré z2+ pr+q n'a pas de racines réelles. 

Dans tous les quatre cas, on suppose que 4, B, p, q, a sont des ie 
réels. Les fractions ci-dessus seront appelées respectivement éléments simples 
de types I, II, III et IV. 


à Considérons les intégrales des éléments simples des trois premiers types, 
n a 


1. | —É 
. L— 


x dr=A.ln|r—-al+c. 


À dx À 1 
ge | = et Comte 
dx 2z+p 
II] | t GC: 
z+pz+q : V/4q—p? Ne V/49— p2 Ë 


20% 
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En effet, pour ce cas particulier d’élément simple du type III, on a 


2 2 
s+psta=(s+E) +92, ou s+pr+g=t#?+o, 
— p2 2 
où t=5+—, = VIP (ii F4 <0) , d’où 


dx dt 4 t 
Frs) ape me ete 


dt + 


V'äs— pr? 
1244. Calculer l'intégrale | Pet 


Solution. On a 


Va 


ès LT dr (diet) 1 hrete 243 
Î xè + 6x + 25 = | (z+3)2+416 | (&+32+16 4 arctg ENT HS +C. 


1245. Calculer l'intégrale | 


Solution. On a 


dx =+ | dx =+ | di … 
| 2z22—2r+3 2 re _ 2 (:—1)"+(5-1 )” 
| 1 


V5 
Montrons, sous une forme générale, comment s'intègre un élément simple 
du type III 
| Az +B dx 
c+pr+g 
Faisons apparaître au numérateur la dérivée du dénominateur. Pour ce faire, 
mettons le numérateur 4z + B sous la forme 


Az+B=(2r+p}. +8. 


Alors 
A 
— (27+ p) 
Ar+B : 2 __ AP dz 
| z2+ pr + q a= | z2+ pr + q a+ (2 2 )| z2+pr+q 


de Le numérateur de la première intégrale est la dérivée du dénominateur, 
où vient que 


D 2 
[HE den | 22 + pr+al+ Ce. 
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Etant donné que x? + px + q > 0 quelle que soit la valeur de x, on peut 
donc écrire cette égalité sous la formo 
2z + p es se 
RE de = In (e + px +-q)+-C. 
On applique à la seconde intégrale la formule 


dx 2 2z+p 
——————— = — Lg ———— . 
sur Er Er Li 
On a finalement 
* Axz+B A 
| ea Co 2 (2x2 + px +- qg) + 
2B — Ap 
DO Op PP 
V 4a—p° V’41—p? 
1246. Calculer l'intégrale | 


J z2—427+8 dx. 
Solution. On a 
3 
x2— 4x +8 z= | z2— 4x +8 KT 
3 ee 4 dx 3 
here a 
(22 +2 — 2 g Ace 


—9 
= +C. 
1247. Calculer l'intégrale | Es 


Solution. On a 
| | 
LS SX SRE PUS 
(= | Pt rs 
+ 4x + 2 4 dx _ 
4 | 223 2r+ 5 dr | 22425 
1 ë 14 1 d 
=7in(2r+25+5) 5.7 | si — 


424$ 


1 
= In (222 +25+5)— + En - 


z+— 
= Lin(2+2r+5)— 1.1 = 


Lin (222 + 2 +5) — + arctg —— Sn LC. 
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1248. Calculer l'intégrale | AE de. 


Solution. Opérons au préalable dans cette intégrale un change- 
ment de variable x? —#, alors 2z dx — dt, x dx — _ dt. Par conséquent 


(2r2+3)zdz 1 ( (2+3)dt 1 no 
ER =) | — 


mir t2Ht+1 2 J' e2+i+t 


CA a+. dt 
= d+ | mr = 5m (E+t+1)+ 


+ 


. 
2x2+1 
= +C. 
#7 V3 
Considérons maintenant le cas partcuiler d’intégrale d’un élément simple 


du type IV. 
Dans ce cas, a lieu la formule de récurrence suivante: 


arcig 


2 
+7 


arctg 


Le ren ee tar Tn-1; 
où 
I = | ne (r est un entier positif). 
Le (12 + a2)n 
Cette formule appliquée (n—1) fois permet de ramener l'intégrale 
Pat 


1249. Calculer l'intégrale I5= | AT - 


Solution. Ici, z—3. Après avoir appliqué une fois la formule 
de récurrence, on obtient 


| emo DVD à une intégrale type | 


1 2:3—3 1 x 3 
1 2.(3—1) PRIE T23=7 3—2 “lan = __& CA +7 
Appliquons de nouveau à l'intégrale 1= | PCA PE e. TE la formule de 
récurrence, en posant n— 2: 
1 z 2.2—3 1 x ie 
P2 2 2(2—1) (r2+1)21 F3 l4= 7 z2+1 +3h= 


dx À 


1 : 
rente) free trmtiestc. 
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Ainsi, 


dx 
(y re +4 lamn to artes]+c. 


On a finalement 


_& 
y = FAT FLD TER SET TS garctez+C. 


Montrons maintenant, sous une forme générale, comment s’intègrent. es 
éléments simples du type "IV. 


Az+B p? 
Soit à calculer | Gé Epatq do 7 —91<0. 


Faisons apparaître au numérateur la dérivée du trinôme du second degré 
figurant au dénominateur: 


tr ut + (:+p)+(8—<2) _ 


+ps+o (e2+ pz+ 9)" 
___ _2z+p Ap : dx 
2 7 )= (+ pr+ ao z+ ( — +) | (2+pr+qh ° 


La première intégrale du deuxième membre de l'égalité sera aisément 


trouvée par substitution x? + px + q = t, alors que la seconde sera transfor- 
mée comme suit: 


dr 


dx 
| 2 = | 2 2 ° 
FR TC 
2 VA 
2 
En posant maintenant 2+i=t, dz — dt et en faisant g— =? on obtient 


Este di 
w2+prz+q} J (2+a2jn * 


Ainsi, l'intégration d'un élément simple du type IV peut être effectuée 
en appliquant la formule de récurrence. 


1250. Calculer l'intégrale | or 2 
Solution. On a 


,P Fe 


ne PAR Leassae À (254 2+(2—3) 


(22427 +10) _ (2427 + 10) 2x + 10)2 
_ 3 | 2x +2 …. dx 
(x2+ 2x + 1077 d c—| [z+1)2+97 


Dans la première intégrale, opérons un changement de variables 
2? + 2x + 10 — z, (2x + 2) dx — dz, et posons dans la seconde 
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intégrale x + 1 —#t, dx — dt. D'où l’on tire 

8x +2 dt dt _3(,- dt 
| in er 22 | (2+9)2 3) es | (2492 


Fe 2 RTE moe +7 DES À ec Led 


NE DL FE G 


En revenant à l’ancienne variable, on obtient 


PE TS 
Ÿ (z2+2r +10) 2(x2+2r+10) 18 (r+1}2+9 


+ te 3 À z<+1 


2 (x2+- 2x + 10) 18 r2+ 2z+ 10 


T° Le 


arctg 


1 
7 54 
Calculer les intégrales : 


d 
1251. | EE. 


Réponse. 


1252. | 


ep +0 
dz 
(2x +3) ” 
| 
aa | Ce 
1258. | 


6x +18 ‘ 
— 3 


Réponse. 


+C. 


Réponse. + arctg à 


z?.dx 
1254. | 28422343 . 


Réponse. arctg 


1 
3V 2 

272 
z2— 4x +7 


Réponse. - In (22—4r+7)+0C. 


ox +3 
1256. | Free 


Réponse. Sn (z2 + 10x + 29) — 11 arctg ns +C. 


z+i 
1257. | rer 


Réponse. in (522 + 2x + 1) + 5 2 arctg 


1255. { dx. 


= LC 
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dx 


1258. | Er. 


; 3 312 
Réponse. FAT + ET + av? arcig ste 
1259. sr de 


(x2+ 2x + 5)? 
j z—1 { z—+iÂ 
Réponse. ETES) + arcte — +C. 


2. Intégration des fractions rationnelles par décomposition en éléments 
simples (fractions élémentaires). Avant de procéder à l'intégration d’une frac- 
(x) 
Q(z)" 
algébriques suivants: 

1) si l’on donne une fraction rationnelle impropre, il faut faire apparaître 
la partie entière, c’est-à-dire présenter la fraction sous la forme 


il convient d’effectuer les transformations et les calculs 


tion rationnelle 


P) y Pi (x) 
NICE CRIE 
Pi (x) 


étant une fraction rationnelle propre; 


où M (x) cst un polynôme, 
2) décomposer le dénominateur de la fraction en facteurs linéaires et qua- 
dratiques: 
Q(H=(c—-am.., (+ pr + ag)... 
pè 


où 7 4 < 0, c’est-à-dire le trinôme zx? + pr + q a des racines complexes 


conjuguées ; ; 
3) décomposer une fraction rationnelle propre en éléments simples: 
Pix) ____ A: A2 Am 
Q (x) an tü—emit ee z—a sr n 
Biz +C: Box + Co Bnr+Cn : 
CET pag PE pape pag 
4) calculer les coefficients indéterminés À4,, 40, . .., As + + + Bis C1° 
By, Coy - + > Bns Cnr - +, et pour ce faire, réduire au même dénominateur- 
la dernière égalité, égaler centre eux les coefficients des mêmes puissances de z 


dans le premier et dans le deuxième membres de l'identité obtenue et résoudre 
le système d'équations linéaires qui en résulte par rapport aux coefficients 
cherchés. On peut déterminer les coefficients à l’aide d’une autre méthode, en 
donnant à la variable x dans l'identité obtenue des valeurs numériques arbi- 
traires. Il est souvent utile de mettre en œuvre les deux méthodes de calcul des 
coefficients. 

Par suite, l'intégration d’une fraction rationnelle se ramènera à la recherche 
des intégrales d'un polynôme et des fractions élémentaires rationnelles. 

Cas 1. Le dénominateur n’a que des racines réelles distinctes, c’est-à-dire 
il se décompose en facteurs du premier degré non réitératifs. 


1260. Calculer l'intégrale | EE dx. 


Solution. Vu que chacun des binômes x — 1,r—2,x—#4 
entre dans la composition du dénominateur au premier degré, la 
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fraction rationnelle propre donnée peut être représentée par une 
somme d'éléments simples du type I: 


2 
re re À 
Faisons disparaître les dénominateurs : 
2x?+2r+6—A(x—2)(r—4)+B(x—1)(x—4)+C(x—1)(z—2). 
Par conséquent, 
x? + 2x +6 = Ar — 6x +8) +B(1x?—5x +4) +C(r2— 37 +2). 
Groupons les termes de mêmes puissances : 
r+2xr+6—=(4+B+C)r+ 
+ (— 64 —5B —3C)xr + (84 + 4B + 20). 
En comparant les coefficients des mêmes puissances de zx, on obtient 
le système d'équations 
A+B+C=1 
—64—5B—3C—2, 
84+4B+2C=6, 
à partir duquel on trouve: À = 3, B = —7, C = 5. 


Ainsi, la décomposition d’une fraction rationnelle en éléments 
simples est de la forme 


z24+2r+6! _- __ 7 “a 
(r—1) (z—2) (x —64) a—1 22 1 74° 


Lors de la décomposition, les inconnues À, B, C' peuvent être 
trouvées d’une autre manière. Après avoir fait disparaître les dé- 
nominateurs de l'égalité, on peut donner à la variable x autant de 
valeurs particulières qu’il y a d’inconnues dans le système d’équa- 
tions. Dans notre cas, il s’agit de trois valeurs particulières. 

Il est particulièrement commode de donner à x des valeurs corres- 
pondant aux racines réelles du dénominateur. Appliquons cette 
méthode à la résolution du présent exemple. Après avoir fait dis- 
paraître les dénominateurs, nous avons obtenu 


x2+2x+6—A(xz—2)(x —-4)+ 
+ B(z—1)(x—4)+C(x—1)(x—2). 
Les racines réelles des dénominateurs sont les nombres 1, 2 et 4. 
Posons dans cette égalité x = 1, alors 
1242.1+16=A4(1—2)(1—4)+ 
+B(1—1)(1—4)+0C(1—1)(1—2), 
d'où 9 — 34, c'est-à-dire À — 3. 
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En posant x — 2, on a 14 — —2B, c'est-à-dire B = —7. 

En posant x = 4, on obtient 30 = 6C, c’est-à-dire C = 5. 

Par suite, on a obtenu les mêmes valeurs que par l'application 
de la première méthode de calcul des inconnues. 


Ainsi 
z2L2r+6 _ dx 
| D D Eu 
—7|< +5 Æ,=3n|z—1|— 
(z—1)3 (z—4)5 


—1n|z—2|+5n|zx—-4|+C=In 


mg [te 


Cas 2. Les racines du dénominateur sont réelles, mais certaines d’entre 
elles sont multiples, c’est-à-dire que le dénominateur se décompose en facteurs 
du premier degré dont quelques-uns se répètent. 


1261. Calculer l'intégrale | Rs de. 


Solution. Au facteur (x — 1)° correspondent trois éléments 
simples 
À; À A3 
(z—1)$ + (x—1)2 Le À 
alors qu’au facteur x + 3 correspond un seul élément simple —— 


3 
Ainsi, 


Res + = TE 0 ER 2 Hits 
Faisons disparaître les dénominateurs : 
2 +1= Ai(z+3)+ A (x—1)(x +3) + 
+ A,(x—1ÿ (z+3)+B(x—1Y. 
Les racines réelles des dénominateurs sont les nombres 1 et —3. 
En posant x = 1, on obtient 2 = 44,; À, — L . En faisant x — 
— —3, on obtient 10 — —64B; B — —à ; 


Comparons maintenant les coefficients de la puissance la plus 
élevée de x, c'est-à-dire les coefficients de x. 

Dans le premier membre, le terme comportant 1° n'existe pas, 
c'est-à-dire que le coefficiént de x° est nul. Dans le deuxième mem- 
bre, le coefficient de x° est ne à A3 + B. 


Ainsi, A;+B= O0 ou A3 — 20 et A4=3 


« 


Il reste à calculer le SR À». E ce il faut avoir 
encore une équation. On peut obtenir celle-ci en comparant les coef- 
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ficients des mêmes puissances de x (par exemple, de x°) ou en don- 

nant à x une valeur numérique quelconque. Il est plus commode de 

choisir une valeur telle que les calculs soient réduits au minimum. 
En posant par exemple x = 0, on obtient 


14 = 34, — 34, + 344 — B. 
Il ne reste qu'à remplacer À,, 4, et B par leurs valeurs: 


3 15 , 5 _9 
= — 34: +35 +53, 342 8? 
d'où 
3 
À — 8 . 
La décomposition définitive de cette fraction en éléments simples 
a la forme 
EE 
(z—13(2+3) 2 CE \TÈLE 8(z—1)2 l'32(z—1)  32(z+3)" 


On obtient finalement 


x2+1 __ 1 ( dz 8 ( __dx 
lapersé-s le pts ls pt 
5 dr 5 dx 1 3 5 z—1 
+35 | z—1 32 | 23 4 GWT EG-1D 1% im z+3 +C. 


Cas 3. Parmi les racines du dénominateur il y a des racines complexes 
simples, c’est-à-dire la décomposition du dénominateur comporte des facteurs 
quadratiques non réitératifs. 


1262. Calculer l'intégrale Es 
Solution. Décomposons le dénominateur en facteurs: 
2 — nr 2x —1)= 22 (x —1)(2+r +1). 
Alors 
rene ete tation 
Faisons disparaître les dénominateurs: 
1=A(z—1)( +z+1)+ Br(x—1)( +z+ 1) + 
+ Ca (x Hz +1) + (Dr + E) 2° (x — 1). 

Les racines réelles des dénominateurs sont les nombres 0 et 1. 

Pour x = 0, on a 4 — —À4, c'est-à-dire À — —1. 

Pour x = 1, on a 14 = 3C, c’est-à-dire C — . À 
Ecrivons l'équation précédente sous la forme 
1= A (ES —1)+ Ba — x) + Ca + 2 + 2°) + 

+ Dirk + Ex — Da — Ex. 
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En comparant les coefficients de zx#, x°, x°, on obtient le système 
d'équations 


B+C+D—=0, 
C—E—=0, 
à partir duquel on trouve: 
1 1 
B=0, D — TZ? E — 3 e 
Ainsi, 
4 À 1 z—1 
ze Tics _ 8(z2+r+1) 
Par conséquent, 

dx dx 1 dx 1 z—i 
na=-fstsfé-rlne- 
_1.1 1 (2r+1—3 , 1 
etant Jieries at 

1 1 dx 
(#43) +7 

A4 1 (æ—1P 2x +1 

=—+5 In mer togerte 3 +C. 


Cas 4. Parmi les racines du dénominateur il y a des racines complexes 
multiples, c'est-à-dire la décomposition du dénominateur comporte des fac- 
teurs quadratiques réitératifs. 


1263. Calculer l'intégrale { de, 


Solution. Etant donné que z° + 1 est un facteur qui inter- 
vient deux fois, on a 


x — 2x Az+B Cz+D 
CH HT apte 
En faisant disparaître les dénominateurs, on obtient 
— 2x = Ar+B+(Cz+D)(x +1). 
Egalons entre eux les coefficients des mêmes puissances de zx: 
x° 1=C, 
x? 0= D, 
z|—2=A+C; A— —3, 
x| 0—=B+D; B=0. 
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Par conséquent 


zS$— 2x | —3zdx zdxz 3 d (x2+1) 
| (z2+1)2 me | mnt | c+A1 —+ |  (x2+1)2 gi 


1 ( d(z2+1 3 1 
LEP: | D = +5 ln (2+1)+0C 


Nota. On peut calculer plus facilement l'intégrale donnée en posant 


Hit. 


1264. Calculer l'intégrale | “HÉSEET a2. 
Solution. Extrayons les entiers de la fraction rationnelle 
impropre donnée : 


234 822 + 577 |2+2 


= TT. rl 
3 + 9x z+$+ 
3z2L 3x +7 
| 322 + 6 
3x +1 
Ainsi, 
DS + 3z2+5r+7 32 +1 
HD =r+i+ss. 


D'où l'on tire 


jetmimire Ç(sst) a 
= À x dr +3 | dx + | F3 dr= + 22+32+ 


3 2x dx d 4 3 
++ | Footage se+8e+e in (#+2)+ 


1 z 
T7 arctg V2 + C. 
1265. Calculer l'intégrale | re 


J-22—47+3"° 
Solution. Extrayons les entiers de la fraction: 


"te 22— 4r+3 

_ 22—4r+3 1 &xz—3 

| 4z—3 TT 22 4743 
On a alors 


Sas [ (14) de [act 


4x —3 4x —3 
+ z2—4r+3 dx=2+ | z2— 4x +3 dx. 
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4z—3 


Décomposons le dénominateur de la fraction propre FL TS 


en facteurs : 
22—4r+3—(x—3)(z—1) 
et, par conséquent, 


4z—3 _ 4z—3 
22—4x+3  (x—3)(z—1)° 


Mettons cette fraction sous la forme d’une somme d'éléments 
simples 


&z—3 A B 
(z—3) (x—1) PS 


En éliminant les dénominateurs, on obtient 
4x — 3 = A(z—1) + B (x — 3). 


En posant x = 1, on obtient 1 = B(—2), c'est-à-dire B — 
1 

9 

En posant x = 3, on obtient 9 — A.2, c'est-à-dire À — 
D'où il vient 


2 
2 ° 


ff 9 1 
à 2 d FAURE: 
ja ers-+| (24) a 
9 dx | dx 9 : | 
=0++ (2 + [a =s+sinlz-81—+Im|z—11+0. 


z—i 


1266. Calculer l'intégrale Érres— dx. 


Solution. Vu que la fonction sous le signe d'intégration 
est une fraction propre, il faut la mettre immédiatement sous la 
forme d’une somme d’éléments simples. Il est facile à voir que le 
polynôme 2% + 62°? + 11x + 6 s'annule pour x = —1, donc il est 
divisible par x + 1. 

Opérons cette division: 


_23+622+117+6 |z+1 
‘a$tzr2 z2+ 5xz+6 
_5z2+ 1x 
oz2+ 5x 
__6z+6 
6x +6 
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Par conséquent, 
246224141746 (x+1)(22+57+6)= (+1) (x +2) (r+ 3), 
x+4 ”_ z<+4 _ 
28H Gz2+A11z+6 (z+1)(z+2)(x+38) 
A C 
rite tes 
En éliminant les dénominateurs, on obtient 


z+4=A(xc+2)(+3) +B(x+1)(x+3) + 
+C(æ+1 (+2). 


En posant x — —1, on trouve que 3 = 24, c'est-à-dire que 
A=<. 

Six = —2, on obtient alors 2 = —B, c'est-à-dire que B — —2. 

Pour z — —3, on obtient 1 = 2C, c'est-à-dire C — -. 

Ainsi, 


z+4 __ 8 dz 
| FT es = | z+1i 2 | + | 243 — 
=+ln|z+1|-2n|z4+21++In|z+3|+C. 


1267. Calculer l'intégrale | Re dx. 


Solution. Tout d’abord, il faut faire apparaître la partie 
entière de la fraction: 


zx +4 | 24 — 8x? +16 
2 8r8 + 6x 8x3 — 167 +1 
8x3 + 167 +1 ait m1 8z2 +16 


Par conséquent, 
25+1 _. 8x3 —167+1 En 8z$ — 167 +1 
mi—8r2+16 T4 — 8x2 + 16 (z—2)2(r+2)2 


Décomposons maintenant la fraction propre en éléments simples 


8z5—167+1 À |, B_, D 
(x—2)?(z+2)2  (z—2)2 ot (x + 2)2 +43: 


Eliminons les dénominateurs : 
8r°—167+1—A(z+2) + B(z—2)(x+2)+ 
+C(z—9) + D(z—9ÿ (z+ 2). 
En posant z—2, on obtient 33—164, c'est-à-dire A=È. 
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Pour x— — 2, on obtient — 31—16C, c'est-à-dire C— — ?! 


16° 
Lorsque z= 0, alors 4 — 44 —8B +4C +8D. 
En remplaçant À et C par leurs valeurs, on trouve 


—8B—T+8D, ou —16B+16D—1. 


Pour trouver B et D, établissons encore une équation. Comparons 
les coefficients de zx”: 


8 = B + D. 
En résolvant le système d'équations 
B + D =8, 
—16B+16D=1, 
on obtient 
129 127 
De, =. 
Ainsi, 
33 127 31 129 
xs + 1 _ 16 , 32 — 16 
14 — 8r° né=\ Late —2)2 M5 F2 (z+2)2 +E, jan 
x? 33 127 


DEC DE TEE ED m|r— 2+mers ta mls+2|+C. 


1268. Calculer l'intégrale [SE dx. 


Solution. Décomposons la fraction sous le signe d'’intégra- 
tion en éléments simples: 
23 <-x +1 2x3 x +1 A B Crz+D 


a 
= css 


ET Get) 2 Il du 


d'où 
2+r+1=A4(x+8)(2+9)+B(x—3) (2249) + 
+ (Cr + D) (x —3) (x +3). 


31 
Pour z—3, on a 31 — 1084 : A= TS. 


Pour x=—3, on a —29— — 108B ; Be. 
Pour x — 0, on a 1 — 274 — 27B — 9D. 
En remplaçant À et B par leurs valeurs, on obtient: 


21—-01673 
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Comparons les coefficients de zx: 


d'où 
31 29 4 
En m 4 0 
Ainsi, 
31 29 La 1 
++,  ( | 108 . 108 18 | 3, — 
[sr d= | Er +9 PE) &- 
2r dx 1 dx 
= nr RUE Jen] ate 
= nr 31+ginlz+31++ In (#49) — arctg à + C. 


1269. Calculer l'intégrale | 


Solution. On a 


me+e+ _ Az+B , Cr+D 
BD E ES) 244 part 
ou u 
mat+oti= (Art B)(2+25+ 5) + (Cr + D) (a+ 4). 
En comparant les coefficients des mêmes puissances de x, on 


obtient A+C=0, 24+B+D=%, 54 + 2B + 4C = 1, 
16 


5B + 4D = 1. En résolvant le système, on trouve 


Ainsi, 
ts +1 SiTT 
fret [né 
el 
2 16 { 2x dx 1 dx 
DE LotEr-EE-e 
1 2r +2 7 dx _ 1 
—7 | sde + | Lire 4 m(r+4)+ 
1 1 7 d 
+-garctg > T7 In bits + % | PIE au 


_1 .. x 7 z+1 
= Fm + arctg ++ 35 arctg — +C. 
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1270. Calculer l'intégrale | 


Solution. La fonction TS sous le signe d'intégration 
est une fraction rationnelle propre et l'intégrale aurait pu être 
calculée en mettant cette fraction sous la forme d’une somme d'élé- 
ments simples. Toutefois, on peut simplifier nettement le calcul de 
l'intégrale, si l’on opère un changement de variable zx — 1 = f. 
Alors zx = t + 4 et dx = dt. Par suite, on obtient 


dr OU (t+A)2.dt  (e2+2+1 (dt dt 
| ay) 45 = | L5 a | 13 +2 | at 
dt { 2 Î 4 2 
Here = EE — 


Â __ 6r?—4r+1 
Trente pe +0 


1271. Calculer l'intégrale | HR 


Solution. Transformons le dénominateur: x* + 6x? + 5 — 
= (1° + 3) — 4. On a donc 
| x dx +: x dx 
+645 | (2+372—4" 
Opérons un changement de variable 2° + 3 — t, alors 2x dx — 
— dt et, par conséquent, 


Î x dx = | x dx _. dt 
26225 — | (224324 2 J 2-4 — 

t—2 _ 1 [x2+ 1 
nol+C=gMEr +. 

Les deux derniers exemples étant à l’appui, on voit que, parfois, 
avant de procéder à l’intégration d'une fraction rationnelle, il con- 
vient d'opérer un changement de variable. 

Calculer les intégrales : 


z+2 


Réponse. —<+inz|+£in/z—3|+C. 
1278. | ES dx. 


1 1 
=7;hm| 


(z+2) (x2+x+1) 
Ré 1 ; 1 27 +1 
éponse. — -> In (x? + x + RL Ms 
1274 | Sat — 174 18r—5 3. 
° (z— 1)8 (x —2) 


Réponse. rep +2nls—1|+8n|z—21+C. 


217 
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1275. |. 


Réponse. H m|z—2 | — 5 in (x? + 2x +4) 


dx 
1276. | TE: 


T 


Réponse. _ In 


| z+i 
77. | ape + 


à xè +4 : L5 
Réponse. Zn Es g arctg x — arctg 7 +C. 


zx2 +2 
zi+ 4 

Indication. Mettre le dénominateur sous la forme zx +4— 
— (12 + 2)? — 4x2. 


1278. | az. 


Réponse. F [arctg (x—1)-+—arctg(x+1)]-+cC. 


— 


+74 Bimfs-5|—5im|z—11+0 


| -arcte 5 + C. 


1281. sil 


Réponse. 3z:+In|x|+2arctgr+cC. 


$ 3. Intégration des fonctions irrationnelles élémentaires 


1. Intégrales du type 


LUE m2 


| R [æ, (ax +b) "1, (ax +0) m2 | dx. 


où R est une fonction rationnelle; M4, 4, Mo, No, . . . Sont des entiers. La 
substitution ax +- b = 1, où s est le plus petit commun multiple des nombres 
Nr Po, - . . transforme l'intégrale donnée en une intégrale d’une fonction 
rationnelle. 
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dx 
2 1° 


Cz+1) —(2:+1) | 

Solution. Ici #,—3, n° —2, d'où s—6. Effectuons: la subs- 
titution 2x + 1 —71%, alors x (#1) et dx — 31 dt: 

dx  f 315dt ( 124dt 
Î DRE ER = jar —3 (+= 
(2r+1)"—(2r+1) 
t2—11 ! 1 
=0 JT 4 3 | (4414) di 


34 3+38n[t—1|+C. 


1282. Calculer l'intégrale | 


I 


al 


Revenons à la variable initiale. Vu que #t—(2z7+1), alors 


{ 
d _ 3 . 3 
2r+4) ets 


+8(2r+1) ion 31 AlLC. 
dx 
V'ax+bx+te | 


De telles intégrales se ramènent aux intégrales ty ypes XX ou XXI en faisant 
ressortir un carré parfait du trinôme du second degré. 


œite 


2. Intégrales du type 


1283. Calculer l'intégrale | PS 
LTe- T 


Solution. Transformons le trinôme du second degré : 


x L2z+o=(x+1) +4. 
Alors 


—_— "| HTLIrES 
Pen 7 Inlx+1+V + 2x+5|+cC. 


1284. Calculer l'intégrale rh : 
—JT- T— 
Solution. Ona 


dz . _ 5) 


ns Er cp Al AT F2 


= 


RUN er +C—=—-arcsin(3r—2)+cC. 
TE T 7 ( ) + 
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3. Intégrales du type | EE dx. Pour calculer cette intégrale, 
V'ax?+bx+c 
faisons A PRATALE au numérateur la dérivée du trinôme du second degré figu- 
rant sous le signe du radical, et décomposons l'intégrale en une somme de deux 
intégrales : 
Ab 
| 4:+B [2 À (az+0)+8— À 
ET  — 
V'az24-br+c J-br+c V/ ax? +br+c 
A d (az? bz<+c) ( Ab ) | dr 
V'ar2+ br+e 2 V'ax2+ br<+c 


La première des intégrales obtenues est une intégrale type XVII, alors que 
la seconde a été déjà examinée au p. 


1285. Calculer l'intégrale us dx 
V/222+8r +1 
Solution. Faisons apparaître au numérateur la dérivée de 
l'expression figurant sous le signe du radical : 
®) | 
ni LÉ 
V22+8:+1 V'2:2+8r+1 
5 43 +8 3, _ 13 dx _ 
| Léon V/2:2+ 8x +1 


75 7 1 
+râr+s 
= VF i—inle+ 24) 24474 +C. 


1286. Calculer l'intégrale | es ax. 
sp nepee 


4 
ne 
2 


Solution. On a 


ee 2x +6)--13 


RE 
Pen | V —22+67—8 . 


En 49 | dx 
E tt | 
= —3V —22+67—8 + 13 arcsin (x—3)+C. 


dx re 
4. Intégrales du type | —————— , La substitution z — &œ — 
= Le (x — a) ax2+bx+ce 


| D] e. Ld LJ e # Cd e # 
—-- ramène cette intégrale à celle qui a été examinée au p. 2. 
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$ 3] 
su > dx 
1287. Calculer l'intégrale | Pre etre 
T LS — al 
Solution. Posons z=—., alors dx — —$ et, par conséquent, 
dt 
———— —  —_  —— 
zV/5r2—2r+1 1 5 2 
TV act 
… dt _ 29 Leli(C— 
= — | 7 ST —Inl{é—1+Vr 2%+5|+C 
1 2 
= —]n Ga ALES + C. 


ie dx 
12 e ' x—WV=RE2 T3 
88. Calculer l'intégrale | DV =r n 
Solution. Posons z—1=—., alors z= + +iet dr +. 
Par conséquent, 
dt 
|  — — | _ 
(x—1)V  —22+2r +3 41, 7 1 \2 1 
TV (tte) +2(i++)+ 
= — | EE — — | ee 
V'ÉÉSERSNTE VF 
sL =-in+y/r 140 


+ (ii) -i+c- 


24 —22+2r+3 
2(z—1) mie 


=> 


1289. Calculer l'intégrale | 5 — dx 
(x+1)V/22+3r+3 
Solution. Faisons ressortir z+1 de la fonction linéaire du 
numérateur : 
3z +2 dx = | 3 (+1)—1 à, 
(z+1)V 22+3:+3 (c+1)V 2+3:+3 
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Décomposons l'intégrale en une somme de deux intégrales : 


[ 3r +2 dx =3 [——— dx 
(z2+1)V/22+3r+3 VAT 


_ \ EE  — 
J (+0 V 2+38:+3" 
Appliquons à la première intégrale la formule XXI et effectuons 
Ja substitution x +1 =? dans Ja seconde : 


3x +2 " SVT S TE 
| LIVRET dx 8n|z+ 5 LV 22 + 3x - + 
| 
7e d 3 | 
+ > sn fe VE |+ 


CARRE 
> 1n +243 63|+ nl LESHVE RE |+ 


dt 
re 
+C=3n|e+ +238] + in RHÉSEP 4e 


1, (x) 
5. Intégrales du type ——_————— 
A ? ax2+bx+c 
degré n. L'intégrale de ce type se calcule à l’aide de l'identité 
dx 


Pn (x) = 2Lbr-c À | a. _— 
7e 0 OV TETE HITS. 
où Q,-1 (x) est un polynôme de degré (n — 1) à coefficients indéterminés, À 
étant un certain nombre. 

En dérivant l'identité en question et en réduisant le résultat au même déno- 
minateur, on obtient l'égalité de deux polynômes à partir de laquelle on peut 
déterminer les coeïficients du polynôme 0, (x) et le nombre À 


1290. Calculer l'intégrale (EE 7 
V'z2+ 27 +2 
Solution. Ici, 7—3, d’où vient que l'identité correspondante 
est de la forme 


1 
z—+1 


dx, où Pn (x) est un polynôme de 


(EE dr _ 
V/z2+2:+2 
a dx 
= (boz2 + br + D) V r2+ 2x +242 | VA: 
En dérivant. les deux membres de l'identité, on obtient 


3 L 
x + 1 1 
+ (boz? + bit + bo) - VE 7 + À VErare 
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Faisons disparaître les dénominateurs : 
2 + 22° + 3x + 4 = (2b,x + b,) (x° + 2x + 2) + 
+ (b02* + biz + be) (x + 1) +, 
ou 
2 + 22° + 3x + 4 = 30, + (5b, — 2b,) x° + 
+ (409 + 3h, + b.) x + (2h, + be + À). 
En comparant les coéfficients des mêmes puissances de zx, on 
obtient : 
300 = 1, 
5bo + 2bi — 2, 
409 + 304 + bo = 3, 
2bitb+h—4. 


En résolvant le système, on trouve b,— + , Dy= . , Do = 
7 5) 
— ra , À — TZ . 


Par conséquent, 


284224 82té A on À 7 
| V'x2+2r+2 d=(ss+ssi 5) * 


XV 2424 in |z+1+ Va +2 2|+C. 
Calculer les intégrales : 
dx 
12 1: CT mm” 4 r—--—---—+ 
| TE 
Réponse. —W1—2r—2}y 1—2r—21n|}/1—2r—1|+C. 
. 
1292. Vs y 
1+y zx 


( _ 5 = __— 
Réponse. SV —2Vxr+6%/z—Garctg}/x+C. 
dx 


rt 
2 +Ve-z-1|+c. 


1293. 


Réponse. In 


à dx 
1 94. RE eme 8 
d V  —22—2r-8 
Réponse. arcsin 2 + C. 
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1295. | ne 


V —22+4r+5 
Réponse. —5V — 2? 4x-25+13arcsin 2 LC. 
3x + 2 
1296. me 
| V'22+ x +2 
Réponse. 3V x?+xr+—2+ Tinle+iiVareril+c. 
dz 
97. SE mm—— 9 
Er 
Réponse. —arcsin _ + C. 
zV/3 


1298. | , _ 


+2) Vr2Lr 


Réponse. V nc. 


zx 4-2 


(z+1) V z2+1 


Réponse. In| z+YVx?+1 [+ 21n 


1300. | or 


V —22+47r 


1—z+ V2(32+1) 
2(xz—+ 1) +C 


z—2 


Réponse. —(52+5)V FF A+ 13 arcsin —— +C. 


6. Intégrales des binômes différentiels | æ”*(«-+bæ")? dx, où m, n,p 


sont des nombres rationnels. P. Tchébychev a démontré que les intégrales des 
binômes différentiels ne peuvent être exprimées par des fonctions élémentaires 
que dans les trois cas suivants: 

.. 4) p est un nombre entier; dans ce cas, le changement de variable x = t°, 
où s est le plus petit commun multiple des dénominateurs des fractions m et n, 
ramène l’intégrale proposée à une intégrale d’une fonction rationnelle; 

m-1 . 7 | 

2)  — est un nombre entier; ici, le changement de variable a + 

+ bz" = 1, où s est le dénominateur de la fraction p, ramène l’intégrale en 
question à une intégrale d’une fonction rationnelle; 

m—-1 | 

3) — — p est un nombre entier; dans ce cas, lechangement de varia- 


ble ax" + b = 15, où s est le dénominateur de la fraction p, mène au même 
but. 
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re dzx 

1301. Calculer l'intégrale | VACE SU 

Solution. Ici, la fonction sous le signe d'intégration peut 

1 1 

être écrite comme suit: æ 2-+(x# + 1)-10, c’est-à-dire p — —10 
est un nombre entier. Par conséquent, il s’agit du premier cas d’inté- 
gration d'un binôme différentiel. C’est pourquoi opérons le change- 
ment de variable x = t1#. 

Dans ces conditions, dx = 4t° dt et l'intégrale cherchée prend 
la forme 


f dx = | 413 dt =4 | t dt 
Vz(/3+1) 42 (44-1)10 (é+1)10 * 
La dernicre intégrale se calcule comme suit : 
dt _( t+14—1 dt dt 
Î (£ + 1)10 = | (#+1)10 a= | (+ 1)° A (64-1910 
L | (+1) %.d(t+1)— | (+1) 10.d(t+ 1) — 
1 1 | 
DC 2 ET 7 URSS 
Ainsi, 
EE 7 
Vz(yz+1) 2(/2+1) 9(/z+1) 


1302. Calculer l'intégrale { VS 
a“ — ZT“): a — LT 


| dx | 


Solution. On a 


te| 25 


EE — 5 TL (A — ZT" dx. 
| (a2— x?) V/ a2— 7x? À ) 
Ici, m—3, n=2, p— +. Vu que 2H = 2 est un nom- 


bre entier, alors l'intégrale donnée se ramène, par changement 
de variable a?—x?—4{?, à une intégrale d’une fonction rationnelle 
de la variable £. On trouve 


— 2x dx—2tdt, xdx— —tdt, x2=a—PÀ, 


3 
| (a?—2) ? dr=— | (a2—12).# 3.1 dé = 
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1303. Calculer l'intégrale | = 


Vite. 
Soluti Ici RE) 1 m+1 
olution. Ici, m——4, n=£2, p=—- et —— +p= 
= —2 est un nombre entier. Par conséquent, nous 


avons le troisième cas d’intégrabilité d’un binôme différentiel. 
Posons x2+1—#?, alors — 22 * dx = 2tdt; x dx = —1t dt. 
Transformons l'intégrale comme suit: 


1 
dr = (y 2) 2 Ar — 
Erres E LT 


— | a [r? (x? + 4)] “ dx= | z2(x 2441) “ex 8 dr 
=—{@-1Hpria- — | (2 — 1) dt — 
3 PORTE TE 
ice VarrrT VOTE C = 


Vite _ VAE | : CN VIESE Le 


x 323 313 
Calculer les intégrales : 
dx 
1304. = 


Réponse. 


3 z 
Vent ein À 


V'z 


Réponse. , | + (Vz+ip-+(Vz+0+1]+c. 
1306. |+—< 


V Ts | 
_ 241 À 
Réponse. In REr —ygente Ts + +C, 
à —_—— 
1307. Es 
des 
Réponse. Lin VAE + c- 
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1308. | /2.V5:y/2+3 dx. 


a 3 
Réponse. _. (5x° +3) +C. 
dx 
1309. | ———. 
: la | 
F 


Réponse. +. 7 +C. 


$ 4. Intégration des fonctions trigonométriques 
1. Intégrales du type 
| R (sin x, cos x) dx, 
où R est une fonction rationnelle. Les Hire du type ci-dessus se ramènent 


aux intégrales de fonctions rationnelles à l’aide d’un changement de variable 
dit substitution trigonométrique universelle 


TZ 
gs =t. 
Par suite de ce changement de variable, on a: 
T 
sin z=— ds = 
a —— 
1+tg— ou 
—_te2 À 
TE 4_ 
COS ZE = ————— = —— ;: 


__ ,.  24t 
x=2arctgt; EE er 
,° # : dx 
1310. Calculer ] intégrale | Zsinrz+3cosr+5 


Solution. La fonction sous le signe d'intégration est une 
fonction rationnelle de sin x et de cos zx; effectuons le changement de 


| z 
variable te = = té, alors 


2 
1— 712 2 dt 
Sin z — TE? COS Z TE: dx = Eure 
et 
2dt 
| dx _ 1 +12 
4 sin x +3 cos r+5 = | at 1 —12 = 
| FT Nr rer 4 


Sie 2 pd. 1 
= 2 | 212 + 8i+8 = | (6+2)2 DT 
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En revenant à la variable initiale, on obtient 


dx Â 
Errenerress a = ————— +. 
4 sinxz+3cosr+5 tg5+2 


dx 


1311. Calculer l'intégrale | “a? bË)— (a? — 62) cos x ‘ 


Solution. En posant tes =t, on obtient 


2 dt 
dx = | 1+t2 — 
2 Lh2) — (02 — b2 — 0 ot 
(a+ b2) — (a — b2) cos x (a? + D?) — (a? — b?) 1 à 
1+12 


=2( dt = | dt =11 dat) 
 J@2+b2)(+2)—(a2—02) (182)  J a2+62 à ) (a+ 
1 at 1 a x 
= —arctg + C=arctg (+-tes) LC 


La substitution universelle tg —= t conduit, dans bien des cas, à des 


calculs trop compliqués, car avec l’application de cette méthode, sin x et cos x 
s'expriment en fonction de + et prennent la forme de fractions rationnelles con- 
tenant t. “ 

Dans certains cas particuliers, la recherche des intégrales du type 


R (sin x, cos x) dx peut être simplifiée. 


4. Si la fonction R (sin x, cos x) ne change pas après remplacement de 
sin x et cos x par —sin x et —cos z (c’est-à-dire que la période de la fonction 
sous le signe d'intégration n’est pas 21, mais x), alors le changement de varia- 
ble tg x = t (ou cotg x = t) ramene cette intégrale à une intégrale d’une fonc- 
tion rationnelle d’une variable indépendante + (voir l'exemple 1312). 

2. Si la fonction R (sin x, cos x) ne change que de signe après remplacement 
de zx par —zx (c’est-à-dire qu'elle est une fonction impaire de x), alors le change- 
ment de variable cos x = t mène au même résultat (voir l'exemple 1313). 

8. Si la fonction R (sin x, cos x) ne change que de signe après remplace- 
ment de x par x — x, alors le changement de variable sin x — + mène au même 
but (voir l'exemple 1314). 


ie ; dx 
1312. Calculer l'intégrale | "sinr-+2sinzcosz—co8 z * 


Solution. La fonction sous le signe d'intégration est de 
période nr. Posons tgz=t; x=arctgt. Alors 


SR 
Vitigz Vire’ 
SE 
Viktgz Vi+e” 

Fe dt 


re 
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$ 4] 
D'où 
| dz _ 
sin r+2sinzcosr—coxr 
dt 
: 14 an: dt 
= | LR 21 À __d | t2L21—1 
THE Vie Vire 1e 
mais 
dt = | d(t+1) : 
Pie é+12—(V 2) 
ER. HT | LC 
27 2 t+1+1/2 
On a donc 
| EE —_ 1 terti= V2 LC: 
sin? x + 2 sin x COS r — COS? x 2V 2 tgz+2+71/2 


Not a. Cette transformation peut être effectuée d’une manière plus simple, 
si l’on divise par cos? x le numérateur et le dénominateur de l'intégrale initiale: 


dx 
dx _ cos? x __ d (tg x) 
sin2r+2sinxcosz—cosz  J tg2z+2tgz—1 |) tg2r+2tgrz—1" 


v 


1313. Calculer l'intégrale | ue ALL 


Solution. Vu que le remplacement de x par —x ne change 
que le signe de la fonction sous le signe d'intégration, on pose 
cosz—t. D'où sin?x—1—#; cos2x—2cosx—1—21#2--1, dt— 


= —sinrdar. 


Ainsi, 
(sinz+sinss\ar [ (2—12)(—dt) __ ( (#2—2)dt 
COS 2x Hi 2t12—1 out 22--4 
mais 


(@2—2)at __ 1 [ 22—4 , 1 3 dt 
| 2t2—1 =+ | 2t2— 1 dt=s dt—+ | 2214 


+ 


=} 5 [SevD ri 3 _nlV2=tl,0c 
2 21/2 2t2—1 2 2/2 tV2+1 
Par conséquent, 
(sin z—sin$ x) dr 1 3 V2 cos z— 1 | 
———;— — = 5 COS? — = ln | |+cC. 
| cos 2x 2 212 PÉtes|s 
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Nota. Nous recommandons à nos lecteurs de porter leur attention sur le 
fait que, dans le cas considéré, l'intégrale peut toujours être écrite sous la forme 


| R* (sin? x, cos x) sin x dz. 


1314. Calculer l'intégrale | rerteene. 


Solution. Le remplacement de x par ñx—2zx ne change que le 
signe de la fonction sous le signe d'intégration. Opérons le chan- 
gement de variable sinx—t: 
| (cos x cos x) dr | cos? x (1+ cos? x)-cos x dx | (1—12)(2—12) dt 

sin2zsiniz sin? x +sini x E t2— 11 
(étant donné que cos x —1—sin?x—1—#?; cosxdr= dt), mais 
ASC). 5,2 6 
t2 (162) it 2 11e 
On a donc 
(1— 42) (2— dt _, 2 
Et, finalement, 


(cos3 x +- cus° x) dx 


: 2 : 
: = sin L— ——— 6 arcte (sin x)--C. 
sin? + +sini x SA Sn arctg ( ) 


Nota. Nous voudrions attirer l'attention des lecteurs sur le fait que, dans 
le cas considéré, l'intégrale peut toujours être écrite sous la forme 


{ RY* (sin x, cos° x) cos x dt. 
2. Intégrales du type 
| sin”"x.cos”"x dx, 
Ici, nous allons considérer deux cas qui ont une importance particulière. 
Cas 1. L'un au moins des exposants m ou nr est un nombre impair positif. 
Si nr est un nombre impair positif, on pose sin x = t; mais si nr est un 
nombre impair positif, on pose alors cos zx = t. 


1315. Calculer l'intégrale | sin{r.cosi x dx. 


Solution. En posant sinx—tf, cosxdx—dt, on obtient 


\ siné z-cosf x dz— | sin“ x (1 — sin? x)?.cos x dx — 


LD 


= | n(1— 2.4 = | t* dt—2 | es dt+ | iSdt = 


_1,y5 2, 1 » ts 
= HU +SP+C— 


= + sin r—<sin’ T4 sin x +C. 
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1316. Calculer l'intégrale À ner 


CoSr y COSz 
Solution. Ona 
seins x : nou 
| —ÿ — dx = [ sin æ-cos zx dx = 
cosz Y COS x e 


k 
= | (1— cos xr)cos zx-sin x dx. 


En posant cosx=t{t, —sinxzdx= dt, on obtient 
| nr («a 12). Tdi 
——— dx = — . — 
cos x ÿ COS x 


4 2 a 
— 5 4 da T+LE+C= 


= ET ++ cosz-. 7 cos r+C. 


Cas 2. Les deux exposants m et nr sont des nombres pairs positifs. 
ie il convient de transformer la fonction sous le signe somme à l’aide des 
ormules 


k Le 
DE sin 2x, 


sin? x — TT L« — cos 2x), 


cos? z— 4 (1 + cos 2r). 


1317. Calculer l'intégrale | sin? x-Ccos? x dx. 


Solution. Il résulte de la première formule que 
2 2, ; . 2 __ 4 e 2 | ee 2 
sin? z-Cos? x = (sin z-Ccos x)? — 3 sin2r) = 7 sin 2x. 


En appliquant maintenant la deuxième formule, on obtient 


sin? x. cos? = Te UE = À (1— cos 47). 
Ainsi, 
sin? a. - COS? x dx — +] (1— cos 4x) dr =. 


=+ di + | cos4z dr = + 2 sin4r+C. 


22—01673 
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1318. Calculer l’intégrale | cosé x dx. 


Solution. Appliquons la troisième formule: 
4 2x \3 
| cos$ x dr — | (vos x)° dr — | (==) dx — 
| (143 cos 2x + 3 cost 2x + cos? 2r)dr — 


| dx + £ | cos 2x\dx + . | cos? 2x dx + 


ww oo œ|r> ol 


done Se. ir 

++ = | LES ot. + — & | ({— sin? 2x) x 
ele | dx +} 

+ — _ | cos 4x dx -} + | cos 2x dr — 

+ | sin? 2x: + d (sin 27) = + sin 27+ 
+i + D sinär + + sin 27— 

— 1 sin 2z2+C— À s+esin2z+ 


48 
CS 2z+C 
64 48 ° 


1319. Calculer l'intégrale | sin? x-cos* x dr. 


Solution. On a 


| sin? x-cos* x dr — | (sin x-cos x}? cos? x dx — 


1 2 1<+cos 2x . 
\{ (+ sin2r) A  — 
| 


| sin? 2x dr + — 5 | ME | RE dr + 
| sin?2x: + d(sin 2x) — + | dr — _. | cos 4x dr + 
[ sin? 2x d (sin 2x) — 


._ 4 in | 
z— 5 Sin äx + sin 2x +C. 
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3. Intégrales du type 
| tg” x dx (ou | ctg”" x az) | 


où m cst un nombre entier positif. En calculant ce type d'intégrales, on appli- 
que la formule 


tg? x — sec x — 1 (ou ctg? x == cosec? x — 1), 


à l'aide de laquelle on abaisse successivement la puissance de la tangente ou 
de la cotangente. 


1320. Calculer l'intégrale | tg? x dx. 


Solution. Ona 


| te? x dr — tg5 x (sec? x — 1) dx — | te xd (lg x) — 


. 6 e 
— | tgÿ x dr — = — | (g* x (sec? x — 1) di — 
6 4 
= EE — E- + | tg x (sec? x — 1) dx — 


6 4 > 2 
Es s EEE tncosz|+C. 


1321. Calculer l'intégrale | clg$ x dr. 


Solution. Ona 
| ctg$ x dx — | ctg" x (cosec? x — 1) dr — 


= — | ctg' xd (ctg x) — À ctg" x dr — 


5 
= — EE _— | ctg? x (cosec® x — 1) dx — 


Sr tes x 
= — EE + £ + Et | (cosec? x — 1) dx == 
ctgs x Fe 


ee cr 3 Ct8z—z+ (ER 
4. Intégrales du type 
| tg”"x sec" x dx (ou | ctg” x cosec” x az) j 


où n est un nombre pair positif. Ce type d’intégrales se calcule d'une manière 
analogue à celle indiquée au p. 3 en appliquant la formule 


sec? x = 1 + tgz (ou cosec? x — 1 +- ctg° x). 
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1322. Calculer l'intégrale | tg* x.secf x dx. 
Solution. On a 


| tg* x.sec x dx — | tg*z-sec! x. sec? x dx — 
= | te" z(1 +tg? x) d(tg x) — | te rd (tg x) + 
+2 | tgSxrd (tgx)+ | tgf xd (tg x) — 


= te z+ Lite 2++ text. 


1323. Calculer l'intégrale | 


sinä x ” 
Solution. On a 


dx 
| —— = [ cosec x dx — | cosec? x - cosec? x dr — 
sin z L 


— | (1 + ctg2 x) cosec? x dx =: | cosec? x dx — | cte? xd (ctg x) — 


— —ctgz—<ctgr+C. 
9, Intégrales du type l 


| sec?"+Îx dx et | cosec?" +1 x dx. 


Les intégrales d'une puissance impaire positive de la sécante ou de la 
cosécante se calculent plus facilement d’après les formules de récurrence: 


; | sin z | 
| sec27+lr dr = 2 one + (1 5 ) | sec x dx, 
| cos z { P 
Ç an+i = mn à —— — 2n-1 L 
| cosec zx dx D Sins + (1 9n ) | cosec z dr 


1324. Calculer l'intégrale { cosecÿ x dx. 


Solution. En appliquant la seconde formule de récurrence 
et en posant 2n+1—5, c'est-à-dire pour 7 —2, on obtient 
cosec? x dx = — Z ++ | cosec* x dx ; 


en posant maintenant 2n+1—3, c'est-à-dire 72 —1, on a d'’aprè 
la même formule 


4 coszx | 
cosec? x dt = ——. — _ 
| e T D + | cosec x dx, 
mais 


| cosec x dx = [ Le 


sin x 


=mltes 


GC: 
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S 4] 


Par conséquent, 


3 Am ___ COST 4 ZT 
| cosec Tt= —5 sr +5 in tg+ +C, 
COS x 3CoSxz , Sn|tgs LC 
5 


COSeCË AL = — 2 — = 
| ec° x dx Zsimiz  Eemz | 8 


6. Intégrales du type 


| sin mx-Cc0s nx dx, ( cos mx:co0s nx dx, 
{ sin mx-sSin NT (1e 


Les formules trigonométriques 
sin &œ-C0s B=— [sin (œ+-B)+ sin (« —B)], 


cos a-cos B— - [cos (æ+-B)+ cos (x—B)], 


sin a-sin p—+ [cos (x —B)— cos (x +-B)] 


ossibilité de mettre le produit de fonctions trigonométriques sous 


donnent la ? 
‘une somme. 


la forme 


1325. Calculer l'intégrale | sin 2x:cos 9x dx. 


Solution. Appliquons la première des formules indiquées : 
| sin 2z-COs 5x dx =+ | [sin 7x + sin (— 3x)] dx — 
=+ | sin7zdr— + |sinsrdr= 
— + cos 7x + + cos 3z+C. 


1326. Calculer l'intégrale | COS Z-C0S + * COS 7 dx. 
Solution. Appliquons au produit cos zx-cos . la deuxième 


formule : 


z z' 
[ COS x - COS + COS — dx — 


7. | (cos © +055) cos — dr = 


2 
4 [3x z 1 Z x 
SZ | cos COS + dx + = | COS + COST dx. 
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Appliquons de nouveau cette formule : 
| COS x COS + cos dz=T | (cos+ + cos? x) dx + 
+7 | (cos x+cos€) dx — 
: sinT z+e sin ? z+ + sin £ x + sin + C. 
Calculer les intégrales : 


[ dx 
1527. \ 3+ 5 sin z+38 cos x” 
Réponse. + in 5tg—+3 + C. 


dx 
1328. | EE —., 
2 


A 


tg——1 
1329. | cos? x dr 


sin? x + 4 sin x cos zx” 
Indication. Poser ctgr=t. 


Réponse. + 2imisinz|—%in|sinz+4cosz|+C. 
1330. | COSŸ r dr 


sin? z--sin z° 


Réponse. — 


Lo 


Réponse. In|sinx|—sinx+cC. 
sin 2x dr 
1881. | er. 
Réponse. — £in|1—cosx|+— In (cos?x+ 2 cos x + 2) — 
— Larctg (4 + cos x) +C. 


1332. | sin®z dr. 
Réponse. + cost z—Ccosz +C. 


1333. | LUE 2 


sin z 
Réponse. 1…n|sin x|— sin? x + - sin*xr+C. 
1334. | sin? ©. cos? ? dr. 


Réponse. _ Zz — F sinxz+C. 
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1335. | costzaz. 
Réponse. E + sin 2x + sin 4x +C. 
1336. | toi x dx. 
2 1 ,3zT z 
Réponse. - ig 3 —2 gs ++ C: 
1337. | cteÿ 3x dr. 
Réponse. L ctg? 3x — + In|sin 3z|+C. 
1338. | sect z az. 
Réponse. tgz+ À. tg r++ te° x + C. 


1339. | STE da. 

Réponse. — £ ctgz+C. 

1340. | sec° x dx. 

Réponse. Ltez. seez+rlnlte(5+ +) [+-c. 


1341. | ctgx-cosec x dx. 


Réponse. — _ ctg z-cosec 2—+ In ter 
1342. | sin 3x-sin dr. 


Réponse. À gin2x— 2 sin 4x + C. 


4 8 
TZ L 
1343. | COS + COS — dt. 
Réponse. È sin à z+ 3 Sin ++. 


7. Substitutions trigonométriques. Les intégrales de la forme 


[ R (2, Va =) dr, 
[RG VF) de, 
| R(z, V #—@i) dx 


943 
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se ramènent à des intégrales d’une fonction rationnelle de sin t et cost en fai- 
sant recours à une substitution trigonométrique appropriée: pour la première 
intégrale, on pose x = a sin t (ou z = a cost); pour la deuxième, r = atgt 
(ou x = actgt); pour la troisième, z = a sect (ou z = a cosec t). 


1344. Calculer l'intégrale FIVE E à. 


Solution. Posons x—asint, alors dr—acos tdt et l'inté- 
grale donnée prend la forme 


2 — rà 2— n2 ain2 
QUES Gr 2 [| VÉESE à cost dé = 


a Sin t 
. _— 
= | cos? Ha | { sin t Fr 
sin { sin é 
= P, | sin { dt — 
Sin £ 


—aln|cosect—ctgi|+acost+cC. 


Pour le! calcul de l'intégrale | _ nous avons fait appel à la 


nt” 


formule | LT — ]n | cosec t — cig { | + C, car à l’aide de cette 
formule il est plus facile de revenir à la variable initiale x. 


On obtient donc 


4. cost 


: Var 

= d=ah|— as l+e: -cost+C, 

où 
2 — 72 
sint——, ER 
a a 
Par conséquent, 
2 — 2 = 2 — r2 ———— 
[VE à7= an — LV &—1+c. 
1345. Calculer l'intégrale | —2—. 
z Va2+xr2 


Solution. Opérons un changement de variable r=atgt, d’où 
dr — a sec? t dt. On obtient alors 
| ldz _ Î a sec? t dt _{1 | sec2tdt 
; zVa+r atgtV/a2+a2tg2t a tgt-sec t 


1 sec t 1 dt 1 
=— | gi dt=+ | az =, Inlcosect—ctgt|+cC, 


où tgi— =, par conséquent, ctgi= ="T, cosect= V 1+ ctg?t — 
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On obtient finalement 


dx _+ V'a+22—a 
le me ie 
1346. Calculer l'intégrale Peer =. 
T° — Q 


Solution. Opérons un changement de variable x—=asect, 
d'où dr —asect-tgt.dt. On obtient alors 


x? dx 2 sec2t-asect-tg t | 
a ————— — | EE dt = a? | sec* t dt. 
V'x2— 0? V/ a? sec2 t— a? 


Appliquons ensuite la première formule de récurrence indiquée 
au p. o pour 7" 


3 _ 1 sint 3] ___ sint (LE dt 
| sec t di = _ Tor T2 sec { di — Trot T2 cost 


+3 In|sect+tet|+C, 


— 2cos2t 
où 
z a à 2— a2 V z2— a2 
seci=—, Cosi=—, sint= Ve, tgi= ——. 


Par conséquent, 
2 2 gi 
le = Ste In See 


Va  2coët 
=<Vr-r+S in EVE} c. 

Calculer les intégrales : 
1347. | TELE _. 
Réponse. A +0 
1 A 
Réponse. EVE +C 
1349. | PE 


Réponse. + (arecos ++ = = —) + C. 
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$ 5. Intégration des fonctions diverses 
1350. | sin? z-sin 3x7 dx. 


Réponse. : 


. A 1 1 
i—g COS37 +5 COSSx + cos x + C. 
1351. | (222—27+1)e 7 da. 


Réponse. —2(2:?+6z+13)e 2? +C. 
1352. | RE dr. 


Réponse. — _. (2Inx+1)+cC. 


1353. | Hyrarctgz dx. 


Réponse. zarctgr— À (arctg + In({+zæ)+cC. 
1354. | (2z2— 1) cosf2x dr. 

Réponse. (x?—1)sin2:7+zxcos2z+0C. 

1355. | z-In4x dx. ' 

Réponse. Ta (2In2z—2Inxr+1)+cC. 

1356. | Star. 

Réponse. x + 1n je” — 3%] + C. 

1357. | arctg V ridz. 

Réponse. (x+ 1) arctg Vz—V z+c. 

1358. | V2—éz. 


Réponse. _—. (V2 = T — arctg V 21) +C. 


dx 
1359. | ——, 
: | V 1+zi 
Réponse. + In Er] arctelt + 0, 
M —1+rs, 


1360. | V6L4r—2r dr. 


(CH. VIII 


Réponse. V2 (V3 +2 7 + 2-arcsin — }+C. 


2 
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1361. | e%. sin (e*) dr. 
Réponse. sin (e*) —e*-cos(e*) +C. 


dx 
1362. ave 


dE text ter+2 s+5|+0. 
1363. | sin 2x: 1n cos x dx. 


Réponse. In 


Réponse. cos? x (1— 2 In cos x) + C. 
1364. | (@+2)-c0s (2442 + 1)dz. 
Réponse. < sin (22 + 4x + 1)+C. 
1365. | LE dr. 

S1D° x 


n3 


- 1 
Réponse. 5 (5 nes + 0te x) +C. 


ze* 
1366. | = 


Réponse. 2(x—2)V Î+e*—21n Vité1 ,c 


VT+er+1 
1367. | In(2?+ 2) dx. 
Réponse. x-In(x*+z)+in|x+1|—r+c. 
dx 
1368. | —— Er. 
Réponse. [—<—arctez+ C. 
1369. À cos (In x) dz. 
Réponse. - (cosiInx+sinlnzx) +C. 


14+Vz 
ve + 


Réponse. 12[53+in GS He |+C. 
1371. | eax.sin Br dr. 


1370. 


ax 
Réponse. PTE (x sin fr —$ cos fr) + C. 
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1372. | ex. cos Br dx. 


Réponse. TE (B sin Pr + « cos Br) + C. 


1373. | = 


a2 cos? x + b2 sin? r° 


Réponse. + arctg (tax) +C. 
1374. | LE 


sin? z-C0S2 x © 


Réponse. tgr—ctgr+cC. 
1375. | Er. 


1 
Réponse. © (arctgz+-—) +C. 


(CH. VIIT 


CHAPITRE IX 


INTÉGRALES DÉFINIES 


$ 1. Calcul des intégrales définies 


Soit f (x) une fonction définie sur le segment [a, b]. Divisons le segment 
{a, b] en.n parties arbitraires par les points 
a = Tg KT LT Lee LEn-1 LEn = 6, 
marquons sur chacun des segments élémentaires {[r, ,, z,] un point arbitraire 
£, et trouvons ensuite la longueur de chacun de ces segments: 
Ah = Th — Th. 


On appelle somme intégrale de la fonction f (x) sur le segment [a, b] une 
somme de la forme 


n : 
D f (En) Az =f (61) Ari + jf (Eo) Aro + 2. + f (En) Azn. 


h=1 


On appelle intégrale définie de la fonction f (x) sur le segment [a, b] (ou 
entre les bornes a et b) la limite de la somme intégrale à condition que la lon- 
gueur du plus grand des segments élémentai- 


res tende vers zéro: y 
b n 
| f{ds= lim D (A. 
max Xp, + 0 … 
a Rh=1 


Si la fonction f (x) est continue sur [a, b], 
la limite de la somme intégrale existe et est 


indépendante du mode de division de {a, b] OÙ zx-a Y=0 x=-b ZT 
en segments élémentaires et du choix des 

points Ë} (théorème d'existence d’une intégrale Fig. 41 

définie). ns 


Si’ (x) > 0 sur [a, b], alors l'intégrale définie \ f(x) dx représente géo- 


Q 3 


métriquement l'aire d'un trapèze curviligne, limité par les lignes y = f (x), 
z—a, z—=b, y = 0 (fig. 41). 


” Propriétés fondamentales de l'intégrale indé- 
inie : | | 


1) | 1@dr=- Î (x) dx. 
b 
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b 
2) | r(@)de=0. 


b c b 

9 À rtode= À stade | (0 dr 
L i b ° b 

4) { [fi () + fo (2)l dr = | fi (x) dz + | fa (a) de. 
b 


b 
5) { C1()ds=C. | f(x) dx, où C est une constante. 
a 
6) Estimation d'une intégrale définie: si m < f(x) < M sur [a, b], alors 
b 


m (b— a) < | f(x) dx < M (b—a). 
a 
Règles de calcul des intégrales définies 


4. Formule de Newton-Leibniz: 
b 


(red 


— F(b)—F (a), 


où F (x) est la primitive de f (x), c'est-à-dire F” (x) = f (x). 
2. Intégration par parties: 


b 
b 
[ u dv = uv — | v du, 
. a 
a a 
où u—= u(x), v = v (x) sont des fonctions continûment dérivables sur le seg- 


ment [a, b]. 
3. Changement de variable: 


b B 
ECC ASICIO)EAUES 
a [o 


où x = op (t) est une fonction continue en même temps que sa dérivée p (t} 
sur le segment a < 1 < f, a = œp (a), b = œp (B), f{p (t)] étant une fonction 
continue sur [æ, BI. 

&. Si f(x) est une fonction impaire, c'est-à-dire f (—zx) — —f (x), 


alors 
a 


| f(x) dæ = 0. 
—a 
Si f(x) est une fonction paire, c’est-à-dire f (—zx) = f (x), alors 
| f(x) dr = 2 | f (x) dx. 
0 


—a 
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1 
1376. Calculer l'intégrale | x? dxen tant quelimite d’une somme 

0 
intégrale. 


Solution. lcif(x) = x°, a = 0, b = 1; divisons le segment 
[0, 1] en n parties égales, alors 


b—a 1 
At = Rn n°? 
et choisissons E,—2,. On a 
0 1 2 n—1 n _4 
Lo = , PL on HT on à ...) TLn-1 = , PR — + 


fE)=(L): 1@=(<),.., 1e (2): 


Par conséquent, 


1 
(a de = im RER CRR e 1 
0 


lin ir +) 
in (+) +5) né 


Ici, on a utilisé la formule de la somme des carrés des nombres 
naturels. 


EL 4 

4 
1377. Calculer | er en appliquant la formule de Newton- 
ELA 
6 


Leibniz. 
Solution. On a 


18 
1378. Estimer l'intégrale | 


10 


Cos x dz 
Vi+a 
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Solution. Etant donné que |cosz|<1, alors, pour z>> 10, 
COS T 


V1+x 


| Ï Vis dal <8-102< 10", 
10 


on a l'inégalité <1072. Par conséquent, 


C'est-à-dire 


TEee(<or 


14 

2 

{ | | ELA dx ELA 

S<5+ Sos 5 À F<| "5+3co8 zx <<: 
0 


1 
1380. Calculer \ ze”* dx. 


0 
Solution. Utilisons la méthode d'intégration par parties. 


Posons u = x, dv — e* dx, d'où du = dx, v — —e”*. Alors 
1 1 
| ze dx = —xe* +] e* dx=—e1—e* id 
0 0 


= —2e 141. 


e 


1381. Calculer | _ dx. 


1 
Solution. Posons Inzxz=t; e — dt ; lorsque x = 1, alors 
1t—0; six —=e, alors { = 1. D'où il vient 


[ie a (ra s| =: (45— 09) = +. 


z 
0 
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T 


1382. Calculer | V r?— x? dr. 


0 
Solution. Posons z =rsint; de =rcost dt; si x =0, 


alors t— 0; six =r, alorst=+.Ona donc 


4 x 
s | . 
\ V'r2— x? dx — | Vrè—r'sin’ércostdt=r? | cos? { dt — 
rl 0 0 


EL d 


ELA 
2 LS 
1 | 1: 7 2 
= +72 | (1+cos 2) = [4 +-sin2| = 
0 


rr2 


[(S+ssins)—(0 ++ sin 0) ]= z 


cos? x 


3 . 

1383. Calculer | A7. 
x 
EI 


Solution. La fonction sous le signe d'intégration f (x) — 


EL T 
3 | 3 
x-Sin x : . ; xsin zx ZT Sin x 
= —— est paire, d’où vient que — dx = 2 | dx. 
cos? x cos? z cos? x 
0 


| 


? ; sin x dx 
Intégrons par parties, en posant u—r, du — ne alors du — 


= dx, a . D'où l'on tire 


COS x 
T T 
+ 1 3 
| zsSin x z 3 | di 
— dt = — = 
COS? x cos z |9 COS x 
0 0 
ELA 
T T T 3 2n ñ 1 
—_ — © | — — = —— — —— dus 
in In te (+++) 3 In te (++) + 


23—01673 
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Par conséquent, 


EL A 
FA 
zSinzxdx PAL 5x : 
| Cos? x =2 (5—In 8 T) ° 
F4 
+ 
D 
1384. Calculer | dx 
. + | V1+ ° . ‘ À 
Solution. La fonction sous le signe d'intégration f(x) — 
z2.arcsin x . ; | : 
= est une fonction impaire. Par conséquent, 
V'1+z2 


1. 
z2 arcsin x 


JE 


1 
1385. Calculer | x dx comme la limite d’une somme intégrale. 
; 0 
Réponse. 7. 


1 D 

1386. Calculer je dx comme la limite d'une somme intégrale. 
0 

Réponse. e— 1. 


1 
1387. Estimer l'intégrale fzt—2 ax. 


Réponse. 0< IS. 


JT 
2 

1388. Estimer l'intégrale | esints dr. 
0 


Réponse. +<I << 


IT 

1389. Estimer l'intégrale | TE Gr. 
x 
‘2: 


Réponse. O<IT<1. 
Calculer les intégrales : 
3 


1390. | SV 22 — 1 dr. 


i 
Réponse. V2 
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1391. | _ 
0 


TL 
Répense. — 
o 
1392. | AP. 
TE 
| 


Réponse. e— Ve. 
i 


1393. | ext dx. 


0 
Réponse. e° —e. 
1394. | cos In x dr. 
1 
LL 
e —1 


‘Réponse. 


x 
6 

1395. | ne 
0 


Réponse. (in 3 — 1). 


2 1n ? 


1396. | ——. 


in 2 

Réponse. In 1,5. 
2n 

1397. | cos 52: Cos 2 dr. 
0 

Réponse. 0. 


EL d 
ri 

1398. | cos? z-sin 2r dy. 
0 


Réponse. 2,5. 


355. 
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EE 


+- sin z 
4 + cos x d 


1399. 


Réponse. 


2 


1400. | —. 
1 


_ 
5 
d 


El 
1401. | “cos x dx. 
0 


1 


F (e° — 1). 


Réponse. 


3 


1402. | SRE da. 


3 
Indication. Utiliser la propriété d'une fonction impaire. 
Réponse. 0. 


| 
1408. | zarctgzd. 


Indication. Utiliser la propriété d’une fonction paire. 
Réponse. —— 1. 


1404. Montrer que 


eLA 

F. | 0sim—Æn: 
| sinmz-sin nx dr = | les 
LA rnsim=n 


(m et n sont des entiers positifs). 


$ 2. Intégrales impropres 


1. Notions de base. On appelle intégrales impropres : 1) les intégrales à à bor- 
nes infinies; 2) les intégrales des fonctions non bornées. 
L' intégrale impropre d’une fonction f (x) entre les bornes a et + est 
définie par l'égalité Re 
+00 b d 
| f(z)dr = lim \ f (x) dx. 
a 


b-++o 


A 
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Si cette limite existe, on dit que l’intégrale impropre est convergente; 
si la limite n'existe pas, on dit que cette intégrale est divergente. 
D'une manière analogue 


b b 
| f(x)dr= lim | 16) dx 
es 


—œ 


et 


O— — © 


{10 dx = lim [60 dr. 


Si la fonction f (x) présente une discontinuité infinie au point c du segment 
[a, b] et est continue pour a < z < cet c < x < b, alors, par définition, 


c—a b 


b 
| f(x) dx = lim f (x) dx + lim | f (x) dx. 
J ao d p-0 


b 
On dit que l'intégrale impropre | f (x) dx (où f(c) = oc, a <c < b) est 


a 
convergente lorsque les deux limites existent au deuxième membre de l'égalité : 
elle est divergente si l'une au moins des limites n'existe pas. 


00 
1405. Calculer l'intégrale impropre coszdx (ou établir sa 
0 


divergence). 
b 
; ; ; ï ; ’ b 
Solution. Examinons lim | cosxdz = lim sinxz| — 
b->—+00 : b->—+00 0 


— lim (sinb—sin0)= lim sinb. La limite n'existe pas. Par con- 
La Des . Le . a is 
séquent, l'intégrale impropre diverge. 

1 


1406. Calculer l'intégrale impropre | + 
1 ai 
Solution. On trouve lim | = lim [-iT — 
G-— — 0 T &—+ — CO T a 


= lim (1 ++) = 1, c'est-à-dire | +=1 qui est une intégrale 


a— — 00 


impropre convergente. 


1407. Calculer __—— 
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. . 4: . à ,. L 
Solution. La fonction f(x) — xs Sous Je signe d'intégra- 
tion est paire, d’où | 


4-00 —- 00 
4 | dx 
| - Ce 
— 0 0 
Alors 
+00 b b 
dr | dx . : ñ 
—— — Î|jim | ——= lim arct z | — Jim arctgb—— 
| 1 x b-» ! oo 1+ x? b-»+00 5 0 b—+--00 - 2 
0 0 
-} 00 
dz F 
Ainsi, | 1 — 7 qui est une intégrale impropre convergente. 
— 00 


Solution. La fonction f(a=+ sous le signe d'intégration 
h'est pas bornée au point x—0. On a donc 


| 1 
= lim | += nn 


Inz| = lim (In 1 — In a) = + oo. 


L'intégrale impropre diverge. 
-|-00 


1409. Calculer | re"? dx. 


Û 
Solution. On a 


+00 2 
ze-** dr = lim | ze-s dr = 
e b-»-}00 
0 0 
4 
= limf-+esle lim (+-<et)= 


L'intégrale impropre converge. | 
Calculer les intégrales impropres : 


O0 


1410. | Ter dt. TITRE 


0 
ù nè 
Réponse. TJ: 
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0 
tait. | ES 


Réponse. —. 


2 
x dx 
1412. | = 


0 
; 256 
Réponse. 5 
d 
1413. | a 
| 1 V'z(—2) 


Réponse. n. 
 d 
tata. | &. 
T 
=! 


Réponse. +00. 
1 


1415. | zin?rdr. 
0 


Réponse. J. 
2. Critères de comparaison. En étudiant la convergence des intégrales 
impropres, on fait appel à l’un des critères de comparaison ci-dessous. 
1. Si les JOIE f(x) et p (x) sont définies ie tout x > a et intégrables 
sur le segment [a, A], où À > a, et que O< f(x) < p(xz) pour tout x > a, 
+ 00 


alors la convergence de l'intégrale | œ (x) dr entraîne la convergence de l'intégrale 


a 


| f(x) dr et, dans ce cas, | f (x) dr < | œp (x) dx. 
a a a 
2. (a) Si, pour x + +, la fonction f (x) > 0 est un infiniment petit de 


+0 
: 
l'ordre p >0 pa” rapport à , alors l'intégrale il f (x) dx converge pour p > 1 


a 


et, diverge pour p < 1. 
(b) Si la fonction f (x) > 0 est définie ét continue dans l'intervalle a< zx <b 


et représente un infiniment grand d'ordre p par rapport à b—zx Pour z + De 0, 
b | | | | 
' h c : : : J sus a se : ta 7. 
alors l'intégrale | 7 dx converge pour p < À et diverge pour p > 1. 


a 
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+ oo 
1416. Discuter la convergence de l'intégrale | Ze. 
a 


Solution. On a, par définition, 


oo ü A 7 
| = Jim [Par lim x) _— 
À zP A—>—+00 - A->+00 — p+1 a 
| ; | 
— —————. Jim ÀPtt 9 Pt, 
pt Lois pri 


Supposons que p>1; alors lim 4-?*—0. Donc, pour p>1, 


A-—»>-+00 
l'intégrale converge. Soit p<1; alors lim A?P*i— ©, c'est-à-dire, 
A—-|00 


00 
pour p<1, l'intégrale | diverge. 
a 


+ oo 
1417. Discuter la convergence de l'intégrale | sin (x?) dx (inté- 
0 


grale de Fresnel). 
_ Te ; do 
Solution. Soit x=V 7, alors j sin (2°) dx =-- | VE dr. 
0 
Mettons l'intégrale du deuxième membre sous la forme de deux 
intégrales : 


TI 
+ 2 +00 
| sin T dr= | sinT dr+ | su dx 
V7 V7 V7 
0 LL 
Le premier terme de l'addition est une intégrale propre car 
lim ——- ES —=0; appliquons au second l'intégration par parties, en 
T0 
posant u — " : du =sintdt: 
. +00 00 
Ta sinTér . COS T 1 | COSTAT 1 | cos T dt 
= = TD RS 9 E Ê 
D VE + EL Us + 
pi 2 2 


es T 


La dernière intégrale converge, car — et l'intégrale 
rx? 


2 


00 
| Le converge elle aussi. Etant donné le critère (2a), l'intégrale 
F1 4 
2 
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sin T : À are 
[ —— dx converge; il en est de même donc pour l'intégrale 
0 
+ 


oo 
1418. Discuter la convergence de l'intégrale | _— 
! 1+ x10 


re La fonction sous le signe d'intégration f(x) — 


dans l'intervalle d'intégration est inférieure à œ(x) = 


nr 10 
oo 


1 dx À 
ET mais l'intégrale | — est convergente. Par conséquent, 
z 
Î 


oo 
| —# converge elle aussi. 
à A+z 10 
è 
1419. Discuter la convergence de l'intégrale | =; (a <b). 
a 
Solution. On a, par définition, 
f a T° à 1 b- 
|; TR  , _ 7\-P#i .— 
Ga, — Jim Œ—3} FT O2) 
_ mn o-P#4 nn À (hp p\-P#t 
Er net Er Be" 


où, pour p<1, lim Er =, 
0 
Pour p> 1, lim g Pt = co, et pour p=1, 


b 

) | dx 

lim 5 — 
e+0 + 


b 
Par conséquent, pour p<<1 l'intégrale Sr converge et 
a 


pour p>1 elle diverge. 


2 
1420. Discuter la convergence de l'intégrale | à. 
—?T 
0 
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2 
Solution. La fonction f(x) — ze = sous le signe 
— TZ 
d'intégration est un infiniment grand pour x —+ 4. Mettons cette 
fonction sous la forme: 


A2) 5 
c'est-à-dire l’ordre de cette fonction infiniment grande par rapport 
il 1 | : 
à x, pour x —+ 1, vaut p — 3 < 1. C'est pourquoi, compte 
tenu du critère (2b), cette intégrale converge. 


1 
1421. Discuter la convergence de l'intégrale RAP qu. 


esin x _ 


ÿ 
Solution. La fonction f(x) — (+ sous le signe 
d'intégration est positive dans l'intervalle d'intégration, et, pour 
xz—+0, f(x) — co. En faisant appel au théorème des infiniment 
petits équivalents, transformons le numérateur et le dénominateur 


. À 
de la fraction sous le signe d'intégration: on a In (1 + 7. x) — x, 
et eSinx __ 1 — sinx pour x —0, d’où 


3 FE 
lim HAT x) lim —— —]im = 00, 
x0 er 1 x—>0 x—+0 3 
T 
(] s . . . . Q 4 2 
c'est-à-dire f (x) est une fonction infiniment grande d'ordre p = 7 


par rapport à L_. Par conséquent, compte tenu du critère (2b), l’inté- 


grale donnée converge. 
Discuter la convergence des intégrales impropres suivantes: 


1422. | ROLE gr. 


1 

Réponse. L'intégrale diverge. 
co = 

1428. | <= 
1 

Réponse. L'intégrale converge. 


dx. 


O0 


1424. j: z'arctgz j. 


Vire 


Répoñe. “L'intégrale diverge. 
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O0 


1425. | (1—cos +) dx. 
. LT 
i 
Réponse. L'intégrale converge. 


O0 


1426. | LÉ , 


T3 
1 

Réponse. L'intégrale diverge. 
1 

1427. | —<— 
o el “—1 

Réponse. L'intégrale converge. 


dx 


1 
1428. [-— 
0 


Réponse. L'intégrale diverge. 


$ 3. Calcul des aires des figures planes 


L'aire d’un trapèze curviligne limité par la courbe y = f (x) [f (x) > 0] 
et par les deux ordonnées x = a et x = b et par le segment [a, b] de l’axe Ox 
se calcule d’après la formule 


S — { y dr — | f (r) dx. 


L’aire de la figure limitée par les deux courbes y = f, (x) et y = fa (x) 
[fi (9) < f2 (x)] et par les deux verticales x = a et x = b se Caleule d’après 


a I10rmuIc 
b 


Se | La Ce) — Ji (@)] dr. 


Si la courbe est donnée par des équations sous forme paramétrique x = 
= z(t), y = y (1), alors l’aire d’un trapèze curviligne limité par cette courbe, 
les ordonnées zx == a, x = b et le segment [a, b] de l’axe Ox s'exprime par la 
formule 


Le 
S = { y (8 x’ (t) dt, 
{1 
où f, et {, se déterminent à partir des équations | 
a=x(fn), b= xt) [y (4) > 0 pour <t< tal. 


L’aire d’un secteur curviligne, limité par une courbe donnée en coordon- 
nées polaires par l’équation p = p (6) et par les deux rayons polaires 8 = «, 
a à ‘ ns 


6 = 5 (x <), s'exprime par l'intégrale 
B 
{ : 
S 5 E de. 


364 INTÉGRALES DÉFINIES [CH. IX 


1429. Calculer l'aire de la figure limitée par la parabole y — 
— 4x — 1° et l'axe Or. 

Solution. La parabole coupe l’axe Or aux points O (0; 0} 
et M (4; 0). Par conséquent, l'aire est égale à 


s= ((-& [222 + ES 
0 


1430. Calculer l'aire de la figure plane limitée par une arche 
de la cycloïde x = 2({t —sint}), y = 2 (1 — cost) (voir fig. 6) et 
l'axe Ox. | 

Solution. Ici dx = 2 (1 — cost) dt et t varient entre t, = 0 
et {, = 21. Par conséquent, 


PAL 27 
S= | 22 (1—cost) di 4 | (1 — 2 cos t + cos? t) dt = 
0 0 


= 4 [t—2 sin £ + + + À sin DS = 121. 


1431. Trouver l'aire de la figure plane limitée par la lemniscate 
p® = 2 cos 26 (voir fig. 3). 
Solution. Au que de l'aire cherchée correspond la 


variation de 6 entre 0 et T 7 , d’où il vient 


TI 


ELA 

4 EL 
CA 7 | 2 cos 26 d8= 2 sin 20| _— 

0 


Calculer les aires des figures limitées par les lignes données: 
1432. y= —2?, z+y+2—=0. 
Réponse. S — 4,5. 
1433. y= + , y=17— 2? (I quadrant). 
Réponse. $S — 18. 
1434. y? — 4x, y = 2x2. 
P 2 
Réponse. S = 
1435. zy = 20, z2+ y? = 41 (I quadrant). 


Réponse. EL arcsin + +20 In 0,8. 


1436. y—sinx, y—cosx, z=0. 
Réponse. S=V 2—1. 


$ 4] CALCUL DE LA LONGUEUR D'UN ARC DE COURBE PLANE 365 
1437. y= xt, y= 3x7 xt. 

Réponse. S — 8. 

1438. zy =4V 2, x2—6Gr+y2=0, y=0, r=4. 
Réponse. _V2+ 4V 2-.In2— _ arcsin + 
1439. z—12cost—5sint, y—5cost—12sint. 
Réponse. S — 169n. 


1440. x—acost, y—asint. 


Réponse. S — À na? 


8 
1461. p= +, B—+., _= + 
cos (o——+) 
Réponse. S — VE : 


1442. p—acos0, p = 2a cos 06. 
Réponse. S — + na’. 
1443. p — sin? + (a droite de la demi-droite 86 =+) : 


Réponse. S — _ (37 — 8). 
1444. p=asin 30 (aire d’une boucle). 


Réponse. S — cs 3 

1445. p—2cos6, p—1 (à l'extérieur du cercle p = 1). 
e r | V3 

Réponse. S = + 


$ 4. Calcul de la longueur d’un arc de courbe plane 


Si une courbe y = f (x) est régulière sur le segment [a, b] (c'est- 
à-dire que la dérivée y’ = f’ (x) est continue), alors la longueur de 
l'arc correspondant de cette courbe se calcule d’après la formule 


b 
Le { VIH y dr. 
a 
Si la courbe est donnée sous forme paramétrique x = x (ft), y — 


— y({) [x (t) et y (t) étant des fonctions continûment dérivables], 
alors la longueur de l’arc de courbe correspondant à la variation 
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monotone du paramètre { entre £/, et {, est exprimée par l'intégrale 


{2 


L= (Var. 
t1 L 
Si une courbe régulière est donnée en coordonnées polaires par 
une équation de la forme p = p (8), a < 0 < , alors la longueur de 
l’arc est égale à | | | 
B 
L— | V'p°+p'?48. 


œ 


1446. Calculer la longueur de l’arc de la courbe y? = x° compris 
entre x = 0 et x = 1 (y > 0). 
Solution. En dérivant l'équation de la courbe, on trouve 
1 


y = + 2, La longueur de l’arc est égale à 
; 8 
9 4 2 511 
LV ttpraegs (14e) = 
8 


1447. Calculer la longueur de l’arc de la courbe x = cosf f, y — 


= sinÿ { compris entre {, = 0 et ê, — =. 


Solution. Calculons les dérivées par rapport au paramètre £: 
z = —5 cost t-sin L, y — 9 sint {-cos f. 


La longueur de l’arc est égale à 


T 
L= ( V (—5 cos'i-sin t)2 + (5 sin‘é.cos t)° dt — 
0 


Ta 

2 
DE | sin cost V sin + cosri di — 

0 

EL 

5 À 1 3 

a 1 = re 2 = 
= [sy à + 7 COS 2t dt 
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TI 
2 

= { V1+3 cos? 21.d (cos 2t) — 
Ù 


- __5 [V3 cn 
. “le cos dt: V 1+3c0s° 2t + 


+ in 300824 V TF2) Le =5 (2 In (2— MEN |. 


1448. Calculer la longueur de l’arc de la courbe p = sin° _. com- 


pris entre 60, = 0 et 0, — J 
Solution. On a 
CE 
p'=sin? cos +. 
La longueur de l'arc est égale à 


I 


L— V' sin + (sin? + cos +) æ- 


LL us 

2 2 
= | sin? + d8=+ | (1—cos ©) d8— 

0 0 

+ 


Calculer les longueurs des arcs des courbes: 


1449. y = In sin x, entre T=+ et z=—. 


Réponse. 5 In 3. 


1450. y=<z# 2 z$, entre les points d'intersection avec 
l'axe Oz. 


; 20 5 
Réponse. hp 
1451. y=+ 2, entre z—0 et r—1. 


Ré ponse V2+m(4+12) 
: 2 . 
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1452. y—1—Incoszx, entre x=0 et T=—. 


Réponse. in 3. 


1453. y=chzx, entre r—0 et x—1. 
Réponse. sh1=1,17. 


1454. x #4, y=t#+2, entre 1—0 et —3. 


Réponse. 12. 

1455. x=et cost, y=e sint, entre 4=0 et t—In rx. 

Réponse. V 2(n—1). 

1456. x—8sint+6cost, y—6Gsint—8cost, entre £—0 et 


= 
= <. 
Réponse. 5n. 
1457. x—9(t—sint), y= 9(1—cost) (la longueur de l’arc d’une 
arche de cycloïde). 
Réponse. 72. 
1458. p = 07, entre 6—0 et 60 — x. 


(n2+4)1/ n+4—8 


Réponse. g 


1459. p—asin 6. 
Réponse. na. 


1460. p = a cos’ 2, entre 0-0 et 6 


Réponse. _ (2n +- 3 y 3). 


1461. po — 1 — cos 6. 
Réponse. 8. 


| 


$ 5. Calcul des volumes des corps 


1. Calcul du volume d’un corps d’après les aires connues des sections trans- 
versales. Si l'aire d’une section d’un corps par un plan perpendiculaire à l'axe 
Oz peut être exprimée comme une fonction de x de la forme S = S'(x), a < 
< x < b, alors le volume de la partie de ce corps comprise entre les plans x = L 
etr=b perpendiculaires à à l'axe Oz se calcule d’après la formule 


b 
V — | S (x) dr. 


2. Calcul du volume d’un corps de révolution. Si un trapèze curviligne, 
limité par la courbe y — f (x) et les droites y — 0, x —’a, x = b, tourne-autour 
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de l’axe Ox, alors le volume du corps de révolution se calcule d’après la formule 
b 
VL=T | y? dr. 

a 


Si la figure, limitée par les courbes y, = f, (x) et te = fo (x) [0 fs (x) 
< f2 (x)] et les droites x = a, x = b, tourne autour de l’axe Oz, alors le volume 
du corps de révolution est donné par la formule 


1462. Calculer le volume du corps engendré par la rotation au- 
tour de l’axe Ox de la figure limitée par la courbe y° = (x — 1)° et 
la droile x — 2 (fig. 42). 

Solution. On a 


ee 
Ï 
| 
—, 
C 
to 
Q 
& 
il 
a 
to 


1 21 
(x—1)dr=—n(x—1) mA 


1463. Calculer le volume du corps dont la base est un triangle 
ÿ 


Fig. 42 Fig. 43 


isocèle de hauteur } et de base a: La section droite du corps est un 
segment de parabole dont la corde est égale à la hauteur du segment 
(fig. 43). 

Solution. Ona: AB—a, OC—=h MK = DE, OK = x. 
Exprimons l'aire de la section droite par une fonction de x, et pour 
ce faire, trouvons préalablement l'équation de la parabole. La cor- 
de DE de la parabole peut êlre trouvée à partir de la similitude des 
triangles correspondants, plus précisément : 

DE _ h— x DE = US) yg. 


a h  ”? k 


Désignons cette corde par m, alors l'équation de la parabole en 


: - 4. 
coordonnées uw Av prendra la forme v = m —  U°. 


24—01673 
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D'où l’on trouve l’aire de la section droite du corps donné: 
m/2 2 9 
S=2 | (mu?) du ==m?, 
m 3 


ou è 
Pie 
S(n=+ CS. 


Donc, 
h hk o ; 2 
a 
V — { S(x)dr= | ZT (h—a)dr=S ah. 
0 0 
Trouver les volumes des corps engendrés par la rotation autour 
de l'axe Ox des figures limitées par les lignes: 


1464. U = UT , x? — By. 


Réponse. À a (5a+ 8). 

1465. y? —zx, x? — y. 

Réponse. 0,3n. 

1466. y—Vx.e*, x—1, y—0. 


Réponse. = (e? + 1). 
1 1 
1467. y= T2, y= I. 


Réponse. _. T. 

1468. Trouver le volume du corps limité par les plans x — 1, 
z = 3, si l’aire de sa section droite est inversement proportionnelle 
au carré de la distance de cette section à 
l'origine des coordonnées, pour x = 2, l'aire 
de la section étant égale à 27. 

Réponse. 72. 

1469. Trouver le volume d’un segment 
cylindrique d’après ses cotes indiquées sur 
la figure 44 (problème d’Archimède). 


Réponse. V — à a*h. 


1470. Dans un verre cylindrique rempli 

Fig. 44 d'eau est placé un paraboloïde de révolution 

dont le sommet est dirigé vers le bas. La base 

et la hauteur du paraboloïde coïncident avec la base et la hauteur 

du cylindre. Trouver le volume d’eau qui reste dans le verre si la base 
est de rayon r et la hauteur est . 


Réponse. _ nr°h. 
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$ 6. Calcul de l’aire d’une surface de révolution 


Si l’arc d’une courbe régulière y = f (x) (a < x < b) tourne autour de 
l'axe Ox, alors l’aire de la surface de révolution se calcule d’après la formule 


b 
Sx—2n | y. Vi-+Hy'2dr. 


a 


Si la courbe est donnée sous forme paramétrique par les équations x — 
= z(t), y=y(t) (41 Lt<te), alors 


ta 
Sen (y Vita. 


1 


Lan 3 


1471. Calculer l'aire de la surface engendrée par la rotation 
autour de l’axe Ox de l'arche de la sinusoïde y — sin 2x comprise 


entre x = 0 et HS 
Solution. On trouve y’ = 2 cos 2x; alors 
+ 
S,= 21 | sin 2x V 1+ 4cos° 2r dr. 
0 
Effectuons un changement de variable: 2 cos 2x = t, 
—4 sin 2x dx = dt, sin 2x dr — —Z dt. Calculons les bornes d’inté- 
gration par rapport à 4: si æ = 0, alors { — 2; si x — . , alors 
t = —2. 
Ainsi, 


ET TP = 
= 5 (2V5+5im Lit) = 5 [2V5 + (V5+2)]. 


5— 2 


Calculer les aires des surfaces engendrées par la rotation autour 
de l’axe Ox des arcs des courbes: 


1472. y=2ch+, entre x—0 et x —2. 
Réponse. n(e2—e?+4), 


24* 
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1473. y—x*, entre x —0 et =. 
e Gi 
Réponse. TX 


274. rè 2 
1474, + = 1. 


: a” on: — a 
Réponse. 2nb (b+< aresin ©), où c°—a"— Ù?, 


1475. x—t—sint, y—1—cost (l'aire de la surface engendrée 
par la rotation d'une arche). 


Réponse. _ TT. 


$ 7. Moments statiques et moments d'inertie des arcs 
et des figures plans 


Soit donné dans le plan xOy un système de points matériels À, (x,; wa), 
A9 (To3 Yo)s + + An (Zn Un) de Masses m;, Mo, . .., Mn. ON appelle moment 
statique M. de ce système par rapport à l'axe Ox la somme des produits des mas- 
ses de ces points par leurs ordonnées: 


k=n 


: 
M;= » IMRUYRe 
hk=1 — 


D'une manière analogue, on définit (comme une somme de produits des 
masses des points par leurs abscisses) le moment statique d’un système de points 
par rapport à l’axe Oy: 

h=n 
* 

M, = D Mplhe 
h=1 


On appelle moments d'inertie I, et Z,, d'un système de points par rapport 
aux axes Ox ct Oy les sommes de produits des masses des points par les carrés 
des distances de ces points à l’axe correspondant. Ainsi, 


k=n hk=n 


\] ; 2 
Lee D MRUË ; Ty = > MhT$. 
Rh=—1 h=1 


On prend pour moments statiques et moments d'inertie des arcs et des 
figures plans les moments correspondants des masses conventionnelles unifor- 
mément réparties sur ces arcs ct ces figures avec une densité (linéaire ou super- 
ficielle) égale à l'unité. 

Les moments statiques et les moments d'inertie d’un arc d’une courbe plane 
y = f(x) (a L x < b) se calculent d’après les formules 


b b b b 
M= | ya: My= | zdl: Le= | war: Iy= | #41, 
a a «a a 


où dl = V1 + y’? dx est la différentielle de l’arc de courbe. Les moments 
statiques et les moments d'inertie d’un trapèze curviligne limité par la courbe 
y = f(x), l'axe Ox et les deux droites x = a et x = b se trouvent d’après les 
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formules : 
b b b b 
Mx=+ | yas= + | y? dr, My = | x dS — | zy dx, 
ne: à a a 


© 


b 
Is= 7 |: y3 dr, 1, == Le ds -| z°y dx. 
Dans ces formules, dS = y dx est la différentielle de l'aire d’un trapèze 
curviligne. 


1476. Calculer le moment statique et le moment d'inertie du 


demi-cercle y=Vr?—2(—r<zx<r) par rapport à l'axe Oz. 
Solution. Le moment statique À7, sera calculé d'après la 
b 


formule 17, — { ydL, où dL=—V1—y?dx, y — 7 . On 
Ft—Tz 


obtient 


= 


Le moment d'inertie Z, est calculé à 
b 


le | y? dL — (r? — x?) Vie dx — 


a 


l’aide. de la formule 


—# { Vr2— 2? dx = 2r \ V ri — x? dx. 
Lr 0 


Opérons le changement de variable x=rsint, dx =r cost di; 


uA 


si æ—0, alors t—0; si x=r, alors t=— =. On obtient alors 


L 


T 
2 

les 2r | Vr?—r?sin?tr cost dt — 
Û 


Li 


= r 


Fu + cos 2t) dt=r|t ++ sin x | = 


ot te] a 


1477. Calculer le moment d'inertie de l’aire de l’ellipse zx — 
= a COS t, y — b sin { par rapport à l’axe Oy. 

Solution. Le moment d'inertie de d' aire d’une ellipse par 
rapport à l'axe Oy est égal à 7, — | x? dS, où dS — 2y dr. 


—a 
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Vu le fait que l’ellipse est donnée par des équations sous forme 
paramétrique, alors dS — 2b sin {-a (—sin t) dt — —2ab sin* dt, 
d'où l'on tire 

0 
jf [ a? cos? t (— 2ab sin°t) dt — 
É 


T 


= — 4G%b 


t 3 
sin? t cos? £ dt — + a%0 | (1 — cos 4t) dt — ae , 
0 


[4e © 


1478. Calculer les moments statiques et les moments d'inertie 
de l’arc de l’astroïide x — a cost, y — asin*t, situé dans le 
Ier quadrant (fig. 45). 


ZN 
#7 


Fig. 45 Fig. 46 


Solution. Vu la symétrie de l’astroïde par rapport aux 
axes de coordonnées, on aura M, = M,, T1, = 1,. Donc, il suffit 
de calculer les moments par rapport à l’axe Ox. 


Pour le If quadrant, on a 0<I<S. On trouve : 


dL=V x; + y; dt = 3a sin t cost dt, 


LS 
bd ) . - 
M, — ( y dL -- | a-sin°{-3asintcost dt — — sinÿ £ FF =< ee, 
à 0 U 
I 
b DIE x 
l:—= | y? dL — | a? sinêt. 3a sin { cost dt = + a’ sint 4 : — L a 
a 0 
Ainsi, 


M,=Mj=ia; L=l,=$. 
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1479. Calculer le moment d'inertie par rapport à l’axe Ox d’un 
segment parabolique de corde a et de flèche hk par rapport à cette 
corde (fig. 46). 

Solution. On a AB=—a, OC—h. Formons l'équation de la 
parabole y—h—Nzx?, où N est un coefficient indéterminé qui sera 


trouvé compte tenu du fait que le point B (5: 0) se trouve sur 
la parabole : 


2 
O=h—N.% où N= +, 
4 a 


c'est-à-dire 


a a 
2 2 | 
I, = + | y° dx = - | (n—x) dx — ah. 
Ù 


1480. Calculer le moment slatique et le moment d'inertie de 
X x 
l'arc de la chaînette y — 5 (et +e «), où 0 LzLa, par rap- 
port à l’axe Oz. 
Réponse. 


Mi=(e—et+4); IT (e—et)(@+e2+ 10). 


1481. Calculer le moment statique et le moment d'inertie d’un 
triangle de base a et de hauteur À par rapport à sa base. 


Réponse. Ma=+ ah?, To= ah. 


1482. Calculer le moment d'inertie d’un segment parabolique 
limité par la parabole y = 4 — x* et la droite y — 3 par rapport 
à l'axe Oz. 

1628 
105 * 

1483. Calculer le moment d'inertie d’un rectangle de côtés a 
et b par rapport à ses axes de symétrie. 
abs. Fe — a3b 
142? UV. 12: 

1484. Calculer le moment d'inertie polaire d'un cercle de dia- 
mètre d, c'est-à-dire le moment d'inertie par rapport à l’axe passant 
par le centre du cercle el perpendiculaire à son plan. 


À 
Réponse. I, = 


Réponse. I,— 


Réponse. I, — 
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$ 8. Calcul des coordonnées du centre de gravité. 
Théorèmes de Guldin 


Les coordonnées du centre de gravité d’un arc homogène d'une courbe 
plane y = f(x) (a < x < b) sont exprimées par les formules 


1 C 1 l 
s=7 (saL, ÿ=T | var, 
a a 


où dL = Vi+y® + y'? dx, L étant la longueur de l'arc. 
Les coordonnées du centre de gravité d’un trapèze curviligne se calculent 
d’après les formules: 


où dS = y dx, S étant l’aire de la figure, ou 
1 É 1 F 
Te V=— 2 
z S | zu dr, = E dx. 
a 


a 


Théorèmes de Guldina 


Théorème {. L’aire de la surface engendrée par La rotation d'un arc de courbe 
plane autour d'un axe situé dans le plan de cette courbe et ne La traversant. pas est 
le produit de la longueur de la courbe par la longueur du cercle décrit par le centre 
de gravité de l'arc de courbe. 

Théorème 2. Le volume du corps engendré par la rotation d'une figure plane 
autour d'un axe situé dans le plan de La figure et ne la traversant pas est le produit 
de l'aire de cette figure par la longueur du cercle décrit par le centre de gravité de 
la figure. 


1485. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l'arc de 
chaînette y = a ch = , —ILTLa. 


Solution. Vu que la courbe est symétrique par rapport 
à l’axe Oy, son centre de gravité se situe sur l’axe Oy, c’est-à-dire 
b 


==: 0. On trouve y d’après la formule ÿ — — | y dL. On a y” — 


a 


— sh 7; alors 
a 
4 + _ T : 
dL= }/ 1-+sh?+dxr=ch dr; 


la longueur de l’arc 


= [Ty dr=2 | ch Er 20 sh £|=24sh 1. 
Ù 


—a 


(=) 
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Par conséquent, 
= 1 f | F 
a = er LME EOES 
SE ( a ch? — HT | ch dx 
2: 0 


a 
| 2x Â a 2x °1a 
= 5h [ (t+chÆ) dr=lr+shÆele 


3 


(Ù 


(+5 sh2), 


ou 
— ___a(2--sh2) | 
PT Ah CV 1,18 a. 


1486. Calculer les coordonnées du centre de gravité de la figure 
limitée par l'arc de l’ellipse x — a cost, y — b sin { situé dans le 
Ier quadrant et par les axes de coordonnées. 

Solution. Dans le It quadrant, lorsque x croît de 0 à a, 


la valeur de t décroît de . 0, d'où il vient 
+ 


à 
| a 0 
x = ET S { acost.bsint(—a sint) dt 
0 a 


LL 
2 g 
ab j ab À a2b 
ne 2 2e 0. 
= | sin tcost dt — à EX 
0 


En utilisant la formule de l'aire de l’ellipse S — xab, on obtient 


_E 4a2b … 4a 
 3nab — 3n 


D'une manière analogue, on a 


: 25 
0 
ab L 
A 2 H 2b 4b 
tab | (1— cos? i) d (cost) = — | cost —— cos° | = 
+ T 


7 4a —  4b 
Ainsi, TT, Y= 
1487. Calculer les aires des surfaces et les volumes des anneaux 
(tores) engendrés par la rotation du cercle (x — a}? + (y — b} < 
< r* autour des axes Oz et Oy (a > r, b > r). 
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Solution. Si l'on fait tourner le cercle autour de l’axe Oz, 
alors le centre de gravité du cercle sera distant de b de l’axe de rota- 
tion, d’où vient que l’aire de la surface, suivant le premier théorème 
de Guldin, est égale à S, — 2nr-2nb — 4n°br; et le volume, vu le 
deuxième théorème de Guldin, sera égal à V, — nr°-2nb = 2n*br*. 

Si la rotation s'effectue autour de l’axe Oy, la distance du centre 
de gravité du cercle à l'axe Oy sera égale à a. Alors 


S, — 2nr-2ra — Anar, 
V, = nr°-2na = 2n°ar*. 
1488. Calculer les coordonnées du centre de gravité du quart 
de cercle x? + y* < r°, en utilisant le théorème de Guldin. 


Solution. En faisant tourner le quart du cercle autour de 
l'axe Ox, on obtient un hémisphère dont le volume est égal à V — 


{ 4 2 L] % .* Ld * e 

= —: . nr … nr. D'après le deuxième théorème de Guldin, 
1 oo. mis =  2V  22nr8 4r | 

V= rar nÿ. Doù ÿ=s= re 2. Le centre de gra- 


vité du quart de cercle se trouve sur l’axe de symétrie, c'est-à-dire 
4r 
31 . 

1489. Calculer les coordonnées des-centres de gravité de la demi- 
circonférence y = V r? — x? et d’un demi-cercle limité par cette 
demi-circonférence et l’axe Or. 


. es =. 27 5 A ms 
Réponse. x = 0, y = = (pour la demi-circonférence); x = 0, 


sur la bissectrice du I quadrant, d’où il vient x = y — 
y 


Je . (pour le demi-cercle). 
1490. Calculer les coordonnées du centre de gravité de la figure 
limitée par les lignes x = 0, x — = , y = 0, y = cos x. 
n—2 — ñ 
z 18: 


1491. Calculer les coordonnées du centre de gravité du segment 
parabolique limité par les lignes y — 4 — zx°, y = 0. 


Réponse. zx — 


Réponse. x = 0, y = F- 
1492. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l'arc de 
l’astroïide x — a cost, y — asin*t situé dans le I quadrant. 
Réponse. x = y — 2. 
1493. Calculer les coordonnées du centre de gravité de la figure 
limitée par les lignes y — 2x — x°, y = 0. 


Réponse. x = 1, y — £ : 
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1494. Calculer les coordonnées pe centre de gravité de la figure 


limitée par les lignes x = 0, x — CRE D = 0, y — sin zx. 


Réponse. z=1, y=—. 


1495. En utilisant le théorème de Guldin, calculer le volume du 
corps engendré par la rotation d'un demi-cercle de rayon r autour de 
la tangente parallèle au diamètre. 


(371 — 4). 


1496. En utilisant le théorème de Guldin, montrer que le centre 
de gravité d’un triangle est distant de la base de celui-ci d’un tiers 
de sa hauteur. 

J]ndication. Trouver le volume du corps engendré par la 
rotation d’un triangle autour de sa base. 

1497. En utilisant le théorème de Guldin, trouver le volume du 
corps engendré par la rotation d’un rectangle autour d’un axe pas- 
sant par son sommet et perpendiculaire à la diagonale si la lon- 
gueur du rectangle est égale à 8 et sa largeur à 6. 

Réponse. 4807. 


nr 


Réponse. V — 


$ 9. Calcul du travail et de la pression 


Le travail d'une force variable = f (à) agissant dans la direction 
de l'axe Ox sur le segment [xo, 2] : se AR d’après la formule 


Pour calculer la pression d'un liquide on fait appel à la loi de Pascal d'après 
laquelle la pression exercée par le liquide sur une surface immergée est égale 
au produit de l'aire S par la profondeur d'immersion k, la densité p et l’accé- 
lération de la pesanteur g, c'est-à-dire 


P = pghS. 


1498. Quel travail faut-il accomplir pour allonger un ressort 
de 4 cm, si l’on connaît que sous l’action d’une charge de 1 N le 
ressort s’allonge de 1 cm? 

Solution. D'après la loi de Hooke, la force X N allongeant 
le ressort de x m est égale à X — kzx. Le coefficient de proportionna- 
lité k sera trouvé de la TR : si z = 0,01 m, alors À = 1 N; 


par conséquent, k — su — 1400 et X — 100x. Alors 


0,04 
A=— | 100x dx = 50x2|$"°" — 0,08 J. 
0 
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1499. Quel travail faut-il accomplir à une grue pour faire sortir 
un pieu antichar en béton armé du fond d’un cours d’eau de 5 m de 
profondeur, si le pieu a la forme d’un tétraèdre équilatéral de côté 
1 m, la densité du béton armé étant de 2500 kg/m° (fig. 47)? 


Solution. La hauteur du tétraèdre est  — V5 m, le 
volume est V = V2 mÿ. Le poids du 


pieu dans l’eau est 
Pp= V2. 2500.9 8— V2: 1000-9,8 — 
= 1225V2N 


d’où vient que le travail nécessaire à lever 
le pieu jusqu’à l’apparition de son sommet 
à la surface de l’eau est 


A9 = 1225 V 2(5—h)— 
Fig. 47 —12259/3(5—+V/6) 2 7227,5 J. 
Maintenant, calculons le travail À, qu’il faut accomplir pour 


faire sortir le pieu de l’eau. Soit 5 + y le repère atteint par le som- 
met du tétraèdre, alors le volume du petit tétraèdre sorti de l’eau 


est égal à + y®-3 V3, et le poids du tétraèdre est 


pu = ME 3 (L VIA ps V3) 1000.9,8 N. 


Par conséquent, 


h 
Ai= | (= V2 — -V2+ 9800 3 V3) dy — 


0 


— VE 
J 
= | (1225V2+3675 V3) = 


0 


ic _ VE 
= [1225 V2y+ $È Vs; ah 2 2082,5 J. 
D'où 
A = A+ À, = 7227,5 + 2082,5 — 9340 J— 9,31 kJ. 


1500. Calculer le travail nécessaire à pomper l’eau d’une cuve 
demi-cylindrique de longueur a et de rayon r (fig. 48). 
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Solution. Le volume d’une couche d’eau élémentaire, située 


à la profondeur x, de longueur a, de largeur m = 2 V r? — x? et 
d'épaisseur dx, est égal à 


dV = am dr = 2a V r° — x° dx. 
Le travail élémentaire accompli pour le levage de cette couche d’eau 


2 
Æ 


\EBUULT BABA UQALAULATETSRERR\ U 


Fig. 48 


à une hauteur x est égal à 
dA = 20 gax V r° — x? dx, 


où p est la densité de l’eau. Par conséquent, 


Tr 3 
A — 2apg | zVr?=1 dr = — apg [+ (r2— x?) ° [ =+ pgar. 
0 | 


1501. Une conduite d'eau est de 6 cm de diamètre ; l’une de ses 
extrémités est raccordée à un réservoir dans lequel le niveau d'eau 
se situe à 100 cm au-dessus du bord supérieur de la conduite, alors 
que l’autre extrémité est fermée par une vanne. Calculer la pression 
totale exercée sur la vanne. 

Solution. La vanne représente un cercle de 3 cm de rayon. 
Divisons la surface de ce cercle en bandes élémentaires parallèles 
à la surface d’eau. L'’aire de chacune de ces bandes distante de y du 
centre de cercle est égale (aux infiniment petits d'ordre supérieur 
près) à 

AS = 2V 9 — y? dy cm°. 


Calculons la pression à laquelle est soumise cette bande élé- 
mentaire : 


dP = 20g (103 — y) V9 — y? dy = 1960 (103 -— y) V9 — y? dy dynes 
(ici p—1 g/cm*). Par conséquent, 


P = 1960 | (103 — y) V 9 — 7? dy = 


—9 


— 1960 | 103 (+ LV I y pi + + arcsin + ++ (9 — y2) * FT = 
— 980-9271 — 908 4607 erg & 0,097 JT. 
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1502. Calculer la pression exercée par l’eau sur une paroi vertica- 
le qui est un demi-cercle de 6 m de diamètre et qui se trouve à la 
surface de l’eau (fig. 49). La densité de l’eau est p = 1000 kg/mÿ. 


L 
LTF 


Fig. 49 Fig. 50 


Solution. La différentielle de pression exercée sur une sur- 
face élémentaire s'exprime comme suit : 
dP = 2pgx V 9— x? dx = 19 600x V 9 — x? dx. 
D'où 
3 


3 
P = 19 600 | zVI—ndr = — IC (9— 22)? = 
0 


— 176400 N = 176,4 kKN. 


1503. Calculer la pression qu’exerce l’essence sur les parois d’un 
réservoir cylindrique de hauteur À — 3,5 m et de rayon r = 1,5 m, 
si p — 900 kg/m°. 

Solution. Un élément de pression exercée sur la surface des 
parois dans une bande élémentaire séparée s’exprimera comme suit: 
dP —pg-2nrx dr. D'où 


h 

P — 2srog | x dx = penrh? = 9,8n 1,5 .3,52. 900 — 
0 
= 161 7007 N = 161,77 kN. 


1504. Quelle pression subit une plaque rectangulaire de lon- 
eueur a et de largeur b (a >> b) si elle est inclinée sous l’angle & par 
rapport à la surface horizontale du liquide et si son côté grand se 
trouve à la profondeur À (fig. 50)? 

Solution. L’aire de la bande élémentaire séparée à la profon- 
deur x est égale à 
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Par conséquent, l'élément de pression 


dx 
dP=a sma 7P8 


(p est la densité du liquide). D'où 


h+b sin & 


P = apg 


x Üx aÿg { _ h+b sin &œ _ 
sin4œ sin 2 h 
h 


PE [(h2 + 2bh sin a + b? sin? &) — h?] = abpg (r + + bsin œ). 


"_ 2sin« 


1505. Calculer la pression exercée sur une plaque ayant la forme 
d’un trapèze isocèle de bases a et b et de hauteur h, immergée dans. 
un liquide à la profondeur c (fig. 91). | | 

Solution. L'aire de la bande élémentaire s'exprime comme: 

* b — Ld Q Le 
suit: dS — (a + 21) dx, où !— _u (x — c) (l est déterminé. 
ayant en vue la similitude des triangles). Dans ces conditions, la 
pression s'exprimera par l'intégrale: 


cth 


P —pg Î [a+ — (@—c)| dx 


C 


ax? b—a [1 ; ex? \c+h 
(+ (se )TT- 


C 


= [cn + (a+ 20) | 08. 


Fig. 51 


1506. Calculer le travail dépensé 
pour pomper l’eau d’un réservoir 
conique dont la base est ihorizontale et se situe au-dessous du 
sommet si le cône est de hauteur À et si sa base est de rayon r. 


Réponse. À — . npgr?h?. 


1507. Soit une citerne cylindrique en cours de vidange. Quel 
travail faut-il accomplir pour pomper le liquide, si la citerne est 
de longueur a et de diamètre d? 


Réponse. À — + nogad*. 


1508. Une roche de forme conique est retirée de l’eau par une 
grue dont le câble est fixé au sommet du cône. Quel travail faut-il 
accomplir pour sortir complètement la roche de l'eau si le sommet 
du cône se trouve à la surface de l'eau ? Le cône est de rayon de base 
1 m, la hauteur 3 m, la densité de la roche étant 2,5 g/cm*. 
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Indication. Dans ce problème P (y) = 14 T00n + 

Réponse. À — 51 4507]. 

1509. Un cône droit en fonte de hauteur 40 cm et de rayon de 
base 40 cm repose au fond d’un réservoir rempli jusqu'aux bords 
d'huile de pétrole. Calculer le travail à accomplir pour faire sortir 
ce cône du réservoir si la densité de la fonte p, — 7,22 g/cm* et celle 
de l'huile de pétrole p, — 0,89 g/cm. 

Indication. Ici, P (y) est égal au poids du cône diminué 
du poids de la masse de pétrole déplacée par la partie immergée 
du cône, c’est-à-dire 


ry°N. 


P (y) = n + 40p,g — (40% + ny) D:£ dynes. 


Réponse. À = 547,8nd. 

1510. Une bouteille cylindrique de diamètre 24 cm et de lon- 
gueur 80 cm est remplie de gaz sous une pression de 2 kPa. Quel 
travail faut-il accomplir pour que, par une compression isothermique, 
le volume de gaz soit réduit à la moitié? 

Réponse. À & 50,7]. 

1511. Dans un liquide de densité p est immergée une plaque 
triangulaire, le sommet étant dirigé vers le haut. Calculer la pres- 
sion du liquide si le triangle est de base a, de hauteur h. Le som- 
met du triangle se trouve à la surface du liquide. 


Réponse. P — + ogah®. 


1512. Calculer la pression de l'essence, dont est rempli un ré- 
servoir de hauteur À — 4 m et de rayon r — 2 m (po — 90) kg/m°), 
sur les parois de ce réservoir à chaque mètre de profondeur. 

Réponse. P,—17,64n kN, P:—170,56n kN, P:= 158,767 kN, 
P,—=282,24n kN. 

1513. Dans un liquide de densité p est immergée une plaque cir- 
culaire de diamètre d tangente à la surface du liquide. Calculer la 
pression du liquide exercée sur cette plaque. 


Réponse. P = + pgnd*. 


En formant les sommes intégrales correspondantes et en effec- 
tuant un passage à la limite, résoudre les problèmes suivants : 

1514. Calculer la masse d’une tige de 100 cm de longueur, si 
la densité linéaire de la tige varie suivant la loi Ô = (20x + 
+ 0,15x°) g/cm, où z est la distance à l’une des extrémilés de la tige. 

Réponse. 150 kg. 

1515. La vitesse d'un point varie suivant la loi v = (100+86) m/s. 
Quel chemin sera parcouru par ce point au cours du laps de temps 
[O. 10P 

Réponse. 1400 m. 
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1516. Un point se déplace sur l’axe Ox à partir du point 4 (1; 0) 
de manière que sa vitesse soit égale à l’abscisse. Quel parcours ef- 
fectuera-t-il 10 s après le départ? 

Indication. Il faut faire appel à l'expression de la vitesse 


comme dérivée du chemin parcouru par rapport au temps, c’est-à-dire 
dx 


dt ” 

Réponse. x = et. 

1517. La vitesse dont est animé un point varie suivant la loi 
vu — 2(6 — +) m/s. Quel est le plus grand éloignement du point 
mobile par rapport au point de départ? 

Réponse. 36 m. 


Ù = 


CHAPITRE X 


CERTAINES NOTIONS 
DE FONCTIONS HYPERBOLIQUES 


On appelle fonctions hyperboliques les fonctions définies par les égalités: 
EX — eTX 


sh x a sinus hyperbolique, 
X L 
chz= Te — cosinus hyperbolique, 
th ne — tangente hyperbolique 
TT 'chr e+e* 8 JP Labs 
chzr ex*—+e-x 


cthr— deniers cotangente hyperbolique. 


Le cosinus hyperbolique est une fonction paire, c'est-à-dire ch (—x) = 


Fig. 52 Fig. 53 


= ch r, alors que le sinus, la tangente et la cotangente hyperboliques sont des 
fonctions impaires: 


sh (—x) = —shz, th(—zx) = —thz, cth (—zx) = —cth r. 
Il est bon d’avoir en vue que sh 0 = 0, ch 0 = 1, 
chr—shz—=1Â, thz-cth x = 1. 


Les courbes représentatives des fonctions hyperboliques y = sh x, y = 
= ch zx et y = th x sont montrées respectivement sur les figures 52, 53 et 54. 
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La courbe représentative du cosinus est appelée chaînette. La chaînette 
est une ligne d'incurvation d’un fil lourd fixé en deux points. 
Les dérivées des fonctions hyperboliques se calculent d’après les formules: 
(shz)=chz, 


(chz) =shz, 


ee 1 

(th x)’ = TE” 
Es = 

(cth x) TE 


L'intégration des fonctions hyperboliques se fait d’après les formules: 


{ shzdr=chz+c, 
| chzdr=shzt+c, 


{ = th z+ 0, 


1518. Montrer que l'égalité 
sh(r+a)=shz.chat+chz-sha 


est valable. 
Solution. La définition du sinus hyperbolique nous donne 


ch (+ a) . ex+a = _ e*.ea TL 
Vu que 
e* == chz+sh z, e“—=chat+sha, 
e"=chz—shz, e*=cha—sha, 
alors 


sh (+ a) = CEE eo) Che sh D) (has), 


A la suite des transformations algébriques appropriées on obtient : 
sh (x + a) = sh x-ch a + ch z-sh a. 


1519. Exprimer ch (x + a) par des fonctions hyperboliques de 
variables indépendantes x et a. 


20% 
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Solution. En dérivant par rapport à x l'égalité 
sh (x + a) = sh z-ech a + ch x-sh a, 
on obtient 
ch (x + a) = ch x-ch a + sh x-sh a. 
1520. Exprimer sh 2x et ch 2x par sh x et ch x. 
Solution. On a 
sh 2x = sh (x + x) — sh x-ch x + ch xesh x, 


c'est-à-dire 
sh 2x = 2 sh x-ch x; 


ch 2x = ch (x + x) = ch xech x + sh x-sh x, 


c’est-à-dire 
ch 2x = ch° x + sh° x. 


1521. Exprimer ch°x et sh°zx par ch 2x. 
Solution. En résolvant le système d'équations 


ch?rx<+sh2z=ch 27, 
te z—sh?r=1 


par rapport à ch? x et sh° x, on obtient 


o . _ Ch2r+1 2. _ Ch2r—1i 
ch LE 5 —; sh LE —5—. 


1522. Exprimer les fonctions hyperboliques de variables ima- 
ginaires sh xi et ch zi par sin x et cos x. 
Solution. On trouve 


Xi p—xi .__ eXi—e-xi 


: € ù . 

sh ri — 5 — =; —=tisimz, 
sn. exil e-xi 

ch xi — ÿ — COS x. 


Donc, shzi = i-sinzx, ch xi = cos x. 
1523. Quelle est la ligne définie par les équations paramétriques 
. —a.Ccht, 
y—=a-sht 


pour a >> OP? 
Solution. Eliminons t entre ces équations. Pour ce faire, 


retranchons y* de x*: 
2? = a? .ch?t 


y? = a?-sh?t 


x?—y2 = a2(ch2t—sh?t), c'est-à-dire x?—y? = a? 
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La courbe 5 — 4 est une hyperbole équilatère dont les asymp- 


totes sont les droites y — +zx. La courbe 
x—=a-cht, 
y—=a.sht 
est la branche droite de cette hyperbole, car x = a- ch t > 0 pour 


tout £{ (fig. 59). 
1524. On donne la branche droite de l’hyperbole équilatère 


ee 
y =a-sht. 


En donnant à { une valeur déterminée, on obtient sur l’hyperbole 
le point M. Abaissons du point M la perpendiculaire AZN sur l’axe 


Fig. 55 Fig. 56 


des abscisses et relions, par le segment rectiligne OM, le point M 
à l’origine des coordonnées. Du sommet À de l’hyperbole, élevons la 
perpendiculaire ÀX à l’axe Ox jusqu’à l'intersection du point K 
avec le segment OM (fig. 56). 


Montrer que ALES sh é, TT — Ch f, = = thé. 


Solution. On a 


N 
CAE PR À L, 
a a 
ON ER f, 
a a 
NM 
AK NM a sh t 
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1525. On donne la branche droite de l’hyperbole équilatère 
jee d, 
y=a:sht. 


En donnant à t une valeur déterminée, on obtient sur l’hyperbole 
le point M. Calculer l’aire du secteur hyperbolique limité par la 
branche de l'hyperbole, l’axe des abscisses et le segment OM (fig. 57). 


Fig. 57 


Solution. Ona 
x 
| 
S = Sonu — San = > 2 — | y dx. 


Vu que z=acht, y—asht, alors dx =ashtdt, d'où il vient 
{ 
S=+asht.cht—0? | sh?£dt = a? sht.chi— 
0 


t 
a | (ch 24—1)dt= a?sh + a?sh ++, 
c'est-à-dire 


a?t 
S=—-. 


Donc, t — = . Ainsi, la variable t des fonctions hyperboliques 


peut être considérée comme étant le quotient de la division du double 
de l’aire du secteur hyperbolique OAM par le carré du demi-axe 
réel. 
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1526. Calculer les dérivées des fonctions: 
a) y=In(chæz+Vch2z+1); b) y—5sh 5 + 3sh + : 
C) y — 2 arctg (th 5) : d)y=th z—ths+=thôz; 


e) y= arcctg (+) ; Î) y=Inth=. 


5  __Shz __. = sh? ch ; 
Réponse. a) y = on b) y —sh?-—.ch 5 : 
’ 1 / 1 / { ’ T 
RE: d) y = pe; : JUSTE : Dy= zè | 


SA — 
2 
1527. En quel point de la chaînette y—chzxla tangente forme 


avec l'axe des abscisses un angle a= 7? 
Réponse. M [ln (1+V 2); V2]. 
1528. Chercher l’extrémum de la fonction y=ch=—1. 
Réponse. Pour z—0, Ymin=0. 
1529. Calculer les intégrales: a) | # chrdr: D) | shé x dr : 


thx | | 
C) =: d) | shz sin x dx ; 


sh = 


e) | 


. 3 2 .ch2 © 
NP ul f) | sh =-ch? + dr. 


Réponse. 
a) x°shz—2rchr+2shz+C; 


b) sh 4x sh2r+6r+C; c) 2arctgV chr—1+cC: 
d) —(chr-sinx—shz.cosz)+C ; e) th? = +C; 
f) 2 ch5 £— ch ++ C. 


1530. Calculer les intégrales définies : 
In(1+V2) " In 2 In 3 
= ;  b) | th?zdx; oc) | x ch x dx. 
(à 


a — 
, V/4—sh2z J 


Réponse. a) +: b) In2—0,6,; c) + (2 In 3 — 1). 
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1531. Exprimer sh (x — a) et ch (x — a) par les fonctions hyper- 
boliques de variables indépendantes x et a. 


Réponse. sh(x—a)=shz-cha—chz-sha; 
ch(x—a)=chz-cha—shzx.sha. 


1532. Exprimer th(z—+a) et th(x—a) par thzx et tha. Calcu- 
ler th 2x. 


: thz--tha 
Réponse. th G+a)=- me : 
thz—tha 
th(x—a)= 1—thzrtha 
2thz 
Dar 


1533. Exprimer par chzx les fonctions hyperboliques de moitié 


: 2. ZT. T 
de variable sh =; ch=-; th ER 


Réponse. hour ; 


1534. Mettre les expressions ci-dessous sous une forme telle 
qu'on puisse prendre commodément le logarithme 


shææ+shy, chzæ+chy, thz—+thy. 


TTY THEY. 
+ ‘+: 


z+y z—y ,  Sh(r+u) 
2 sh 2 sh D chz-chy 


Réponse. 2sh 2 ch<= Ch 2€ : 


9 ? 


1535. Exprimer sh x et chzx par th+. 


2th + 1+th2+ 
Réponse. sh x — = à Chz=——.. 
1 — th? + 1—th 


1536. Mettre les produits des fonctions hyperboliques 
shz:chy, shz-shy, chx-chy 


sous forme de sommes. 
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Réponse. —-[sh(x+y)+sh(rx—y)]; 


-[ch(x+y)+ch(z—7y)]; 


l= (NC LE Ke 


—.[ch(x+y)—ch(x—y)]. 
1537. Calculer l'aire de la surface limitée par la courbe y =shx 
et les droites x=—In5, y =0. 
à 8 
Réponse. Te 
1538. Calculer la longueur de l'arc de la courbe y = a ch+ situé 


entre les droites x — 0, x — a. 
Réponse. 1,17 a. 
1539. On donne sur la courbe 


: —=acht, 

y=asht 

les points M et N correspondant aux valeurs t = t,eté = fa (ti to). 
Calculer l'aire du secteur OMN. 


Réponse. S= (tt). 
1540. Quelle est la ligne définie par les équations 


x — a 
” cht’ 
y =b:thé, 
si a>0, b>0? 
Réponse. L'arc d’ellipse situé au-dessus de l’axe des abscisses. 
1541. Quelle est la ligne définie par les équations 
z—=ch?t, 
y = sh?t? 


Réponse. La demi-droite x — y — 1 — 0 située dans le It qua- 


drant. 
1542. On donne sin &« = tht. Exprimer cos & et igœ par t. 


Réponse. cosa = + —— , tga—=—+sht. 
1543. Simplifier l'expression 
(cosz-chy+i-sinx-shy})?— (cosx-shy<+isinzx-.cos y}. 


Réponse. 1. 
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1544. Simplifier l'expression 
(x-ch £ + yesh é)? — (zesh & + y-cht)°. 


Réponse. x? — y. 
1545. Démontrer les identités : 


1) (chxz+shzx)"=chnr+shnz; 
2) chnr— Che a (he sh a 


3) shnr— (chr—+sh 27 Che si x)" | 


1546. En utilisant les égalités 


_. (eX—e-x)n . (eX+Le-x)n 
Shi —;—— s Dr — 


? 
montrer que 


chz=ch3r+ cha, 


sh5 z= sh 52— À sh 37+ 2 sh z. 
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